Losungsvorschlag Termersetzungssysteme — Blatt 1

Aufgabe 1

Wir benutzen hier die Schreibweise = + y fiir plus(x,y), * — y fir minus(z,y), z * y
fiir times(x, y) und T fiir div(z,y)
Y

a)

D(X) — 1
D(Y) — 0
D(1) — ©
D(O) — 0
D(p+¢q) — D(p)+D(q)
D(pxq) — (D(p)*q)+ (pxD(q))
D(p—4q) — D(p)—D(g)
A (D(p) * q) — (p* D(q))
q q*q
b)
D(5)

(D) * X) — (1% D(X))
Xx X

X x X Xx X

(0% X) — (1% D(X)) (D(1) « X) — (1%1)
(

0xX)—(1x1)
Xx X

Das Ergebnis ist eindeutig.



Aufgabe 2

a) Wihle ap = 0, asuec() = 1 + &, minus(,y) = = - y. ! Dann gilt fiir eine
beliebige Interpretation I = (IN, o, 3)

I(minus(O, ) = Amins(@0, B(y)) = 0 — Bly) = 0 = 1(O)
e I(minus(z,0)) = aminus(5(2), ap) = B(x)
I (

(minus succ(m),sucg(y)) = minus (Qsuce (B(2)), asuec(B(y))) = (14 (x))
(1+8(y) = (B(z) — BY)) = aminus(B(z), B(y))) = I(minus(z,y))

Folglich ist A; = (IN, a) ein Modell von €.

*
) —

b) Fir ap = 0,0, () = x, & 0s(2,y) = x gilt (N, o) = € U {minus(z,0) =
succ(O)}. Dies kann genauso wie oben gezeigt werden.

c) Aus a) wissen wir A; = &. Fir I = (N,«,) mit B(x) = 0 gilt jedoch
I(minus(xz,0)) =0 0=0 # 1 =140 = I(succ(x)), also A; £~ minus(z, O) =
succ(x).

d) Aus a) und c¢) wissen wir A; = £ und A; = minus(z, O) = succ(O). Folglich
gilt £ & minus(z, O) = succ(z).

e) Sei A= (A, «) = E. Wir zeigen die benotigte Aussage
A | minus(succ™(O), succ™(0)) = O
induktiv iiber n. Dazu definieren wir zuerst zu jeder Belegung 3 die zugehorige

Interpretation Iz := (A, a, ).

Im Induktionsanfang betrachten wir n = 0. Wegen A |= & gilt fiir Iz mit
B'(x) = Iz(0) der Zusammenhang Iz (minus(O,0)) = Ig(minus(z,0)) =
Iy(x) = I3(0). Also gilt auch fiir beliebige Belegungen [ die Gleichung
I3(minus(O, O)) = I3(0O). Damit haben wir A = minus(O, O) = O gezeigt.

Im Induktionsschritt von n auf n+ 1 kénnen wir die Induktionshypothese A =
minus(succ”(O), succ™(0)) = O voraussetzen.

Hier ist  — y das Monus, welches durch - y := max(z — y, 0) definiert ist. Monus ist also die
Subtraktion auf natiirlichen Zahlen bei der keine negativen Zahlen entstehen.



Zunachst benutzen wir in analoger Weise zum Induktionsanfang eine Belegung
p" mit B'(z) = Ig(succ™(0)), F'(y) = Iz (succ™(O)) um fiir eine beliebige
Belegung /3 die Gleichung

I5(minus(succ™t(0), succ" ™ (0))) = I5(minus(succ™(O), succ™(0)))

zu folgern. Zusammen mit der Induktionshyothese

I3(minus(succ™(O), succ™(0)))) = 15(O)
ergibt sich so
Is(minus(succ™t(O), succ”t(0))) = Is(minus(succ™(O), succ™(0)))) = I5(0)
und damit also auch A = minus(succ™(0), succ"™(0)) = O.

f) Wir zeigen, dass fiir alle £ und alle « gilt: ({a},«) | €. Fiir eine beliebige
Interpretation I = ({a}, a, ) ist stets I(t) € {a}. Also gilt fiir alle Terme s
und ¢ der Zusammenhang I(s) = a = I(t) und somit ist [ | s = t fiir alle
Gleichungen s =t € £.

Aufgabe 3
a) Die Aussage ist falsch: Seien o = [z/y], u = [z/y] und t = z so gilt:
top = zlz/yllz/yl =y # 2z = zle/y] = z[z/y[z/y]] = tz/yp]
b) Die Ausage ist wahr. Wir benutzen hier Induktion iiber die Stelle 7.

Am Induktionsanfang ist m = € und es gilt:

tito|z).0c = tlto|.].o
= (to|.)o
=too
=to (wegen: o = 00)



Fiir den Induktionsschluss gilt 7 = in’ und ¢ = f(t1,...,t,), also auch:

tlto|z)o = tlto|im]iro
= f(t1,.. . tiy. .. tp)[tO)in|im o
= f(tl,...,tz[ta|m]ﬂ,...,tn)a
= f(tr, .. [f (b1, iy ) O]y oo tn)O
= f(t1, ..., tlf(tio, ... tio, .. t00) |int)ary oy tn)O
:f(tl,...,tl[ta\ﬂ]ﬂ,...,tn)a
= f(tio, ... Li[tio|v]wo, ... tho)
= f(tio,... tio,... t,0) (durch Ind.-Hyp.)
:f(tl,...,ti,...,tn)a

I
~
q

c) Die Aussage ist wahr. Wenn 7 L7y dann haben beide Positionen eine erste
Stelle an der sie sich unterscheiden. Also m; = mim} und 7y = 7jm) mit i # j.
Wir zeigen die Aussage nun induktiv iiber das gemeinsame Prifix w. Offen-
sichtlich muss ¢ von der Form f(t,...,t,) sein. Fiir 7 = ¢ gilt t[;, = t[ir; =
tz|7r’1 = f(tlu s 7ti7 s 7t][p]7r'27 s 7tn)|z7r’1 = f(tlu s 7t )[p]]ﬂ2|i7r’1 = t[p]wz‘m-

.. . znd
Fir = = k’ﬂ'/ gllt t|7r1 = f(tl, . atn)|k7r’i7ri = tk|ﬂ/m1 ( ) tk [p]ﬂ’jﬂdﬂ’iﬂi =
f(tlv cee 7tk[p]7r’j7réu ceey tn)‘kw’iﬂ’l = f(tla ceey tn)[p]kﬂ’jﬂ’z|k7r i) = tl:p:lﬂ'g‘ﬂ'l‘



