Losungsvorschlag Termersetzungssysteme — Blatt 11

Aufgabe 1

a) Auch wenn man nur eine Regel hat, erhilt man nach Umbenennen der Varia-
blen eine Uberlappung:

f(f(z)) — (@)
f(fly) — &)

Der Unifikator ist o = {y/f(x)}. Auf die untere Regel angewendet erhilt man den
Term f(f(f(z))) welcher mit der ersten Regel zu g(f(x)) und mit der zweiten zu
f(g(x)) auswertet. Dies ist also unser kritisches Paar, welches offensichtlich nicht
zusammenfiihrbar ist, da beide Terme in Normalform sind. Daher ist Ry nicht
konfluent.

f(z)) — g
fly)) — g

b) Hier gibt es drei kritische Paare. Zunichst betrachten wir folgende Uberlap-
pung:

f(z,f(y,2)) = f(f(x,9),2) o ={y/z,2/(y,2)}
f' £y, 1) — f(f(2',y), &)

Das fiihrt zu dem Term f(z/,f(x,f(y, 2))), welcher mit erster und zweiter Regel
zum kritichen Paar (f(2/,f(f(z,v), 2)),f(f(2',2),f(y, z))) filhrt. Dieses Paar l&sst
sich aber wieder zusammenfiihren:

f(a’, f(f(z,y), 2)) — f(f(z, f(2,9)), 2) — F(F(F(«, 2),9), 2)
f(f(z', 2), f(y, 2)) — f(f(f(2', 2), ), 2)

Als nichstes betrachten wir die Uberlappung zwischen erster und zweiter Regel:

f(z,f(y, 2)) = f(f(z,y), 2) o ={y/e z/a'}

fle,x') — 2

Das fithrt zum Term f(z, f(e, 2’)), der zu dem kritischen Paar (f(f(x,e), '), f(z, 2"))
fithrt. Beide Terme sind in Normalform bzgl. —, so dass das Paar nicht zusam-
menfiithrbar ist. Damit ist Re nicht lokal konfluent und damit auch nicht kon-
fluent. Wir haben allerdings noch ein drittes kritisches Paar, welches aus der
Unifikation der ersten und zweiten Regel an der Root-Position entsteht mit o =
{z/e,2' /f(y, z)}. Dies fiihrt zum kritischen Paar (f(y, z),f(f(e,y), z)). Dieses ldsst
sich aber einfach durch Anwenden der zweiten Regel zusammenfiihren.
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c) Das erste kritische Paar bildet sich analog zu b) und lésst sich auch ebenso
zusammenfiihren. Zusitzlich haben wir eine dhnliche Uberlappung wie bei b) zwi-
schen erster und zweiter Regel, die zu dem kritischen Paar (f(f(z,2’),e), f(z,2'))
fithrt, welches in diesem Fall zusammenfiihrbar ist mit f(f(z,2’),e) — f(z,2). Es
liegt also ein lokal konfluentes TES vor mit dem Kritische-Paare-Lemma. Mit einer
LPOS mit Status 7¢ = (2,1) lidsst sich die Terminierung von Rs3 beweisen, also
liegt mit dem Diamond-Lemma auch Konfluenz vor.

d) Hier haben wir kein kritisches Paar: Wegen der Funktionssymbole konnte
es allerhtchstens eine Uberlappung auf Root-Ebene geben. Dort unifizieren die
Regeln aber nicht, denn

{z="5'(2)),s () =" 2} = {& =" §'(2)), s (2) =" &'}

Dies fiihrt zu einem Abbruch mittels Occur-Failure, da i+ j = 0 wegen ¢ > 0 nicht
eintreten kann. AuBerdem gibt es den Fall, in dem gt(x,s’(z)) und gt(z’,s’ ("))
bzw. gt(s'(z), ) und gt(s’(2'),2’) fiir ¢ # j unifiziert werden kénnten. Mit den
Unifikationsregeln ergeben in beiden Fiéllen das Unifikationsprobleme

Nach min(i, j)-maliger Anwendung der Termreduktion erhdlt man einen Occur-
Failure. Damit ist R4 lokal konfluent nach dem Kritische-Paare-Lemma. Da es
offensichtlich auch fundiert ist, haben wir mit dem Diamond-Lemma auch die
Konfluenz gezeigt.

e) Keine linke Seite und auch kein Teilterm einer linken Seite unifiziert mit einer
anderen linken Seite. Wir haben also keine kritischen Paare und Rj5 ist mit dem
Kritische-Paare-Lemma lokal konfluent. Das TES terminiert allerdings nicht wegen

div(s(z),0) — s(div(minus(s(z),0),0)) — s(div(s(z),0))

also ist das Diamond-Lemma nicht anwendbar. Allerdings ist das TES orthogonal,
da wir keine kritischen Paare haben und die Gleichungen auch linear sind. Laut
Vorlesung folgt aus der Orthogonalitiat aber die Konfluenz, also ist R5 konfluent.

f) Dieses TES hat ebenfalls keine kritischen Paare, da R4 und R jeweils keine
kritischen Paare hatten und sich die Regeln der beiden TESe nicht iiberlappen.
Damit ist R¢ nach dem Kritische-Paare-Lemma lokal konfluent. Das TES ist aber



nicht konfluent, wie folgendes Beispiel zeigt:

gt(div(s(z),0), div(s(z),0))

\

false gt(s(div(minus(s(x),0),0)), div(s(x),0))

|

gt(s(div(s(x),0)),div(s(x),0))

|

true

Aufgabe 2

a) Wir betrachten das folgende TES:
R ={a—b,a—f(a),a— g(a),f(x) — g(x),b — a}

Dieses TES ist konfluent, da man zwei beliebige Terme, die aus diesen Funktions-
symbolen bestehen, zuniichst stets auf die Form g(a) bringen kann und dann mit
der Regel a — g(a) das i beider Terme gleich gemacht werden kann. Aber das TES

ist nicht konfluent beziiglich —%, denn wir haben:
/ ° \
a) g(a)

Um die Terme nun mit LR zusammen zu fiithren miisste man irgendwann die
Regel f(z) — g(r) anwenden. Da aber weder a noch irgend ein Term, den man
aus a ableiten kann, in Normalform beziiglich R ist, kann man diese Regel fiir

die —i>R—Auswertung niemals benutzen. Das TES ist also nicht konfluent beziiglich
<%, obwohl es Konfluent beziiglich — ist.

b) Sei —x konvergent, also fundiert und konfluent. Zu zeigen: Auch L st
fundiert und konfluent. Dle Fundlerthelt von % folgt sofort aus —>RC—>R Nun
zur Konfluenz. Es se1 D —>R 5, D —>R t. Da 5 terminiert, gibt es Normalformen

¢s und ¢; mit s —>R ¢s und t 5 q;. Aus dem Hilfssatz folgt, dass ¢, und g, auch
Normalformen bzgl. —x sind. Da —% konfluent ist und auch p —% ¢s,p =% @
gilt, miissen die beiden Normalformen ¢, und ¢; gleich sein. Also lassen sich s und

t auch mittels —x zusammenfiihren und die Konvergenz von —5 ist bewiesen.
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Aufgabe 3

a) Wir widmen uns zunéchst der Frage, wie genau das Band kodiert wird. Da-
zu verwenden wir den Konkatenationsoperator : und interpretieren a : b : nil
als Zeichenkette ab. Nun fiigen wir Regeln fiir die Zustandsiibergénge ein. Dazu
bendtigen wir zweistellige Funktionssymbole f, fiir jeden Zustand. Das erste Argu-
ment codiert den Bandinhalt links und beim Kopf, das zweite Argument codiert
den Bandinhalt rechts vom Kopf. Da das Band zwar unendlich ist, aber nur auf
endlich vielen Stellen von e verschiedene Eintriage stehen, kommen wir mit end-
lichen Termen dafiir aus: Wir brechen dort ab, wo nur noch e-Eintrage kommen.
Das endliche Bandalphabet > wird durch eine endliche Menge von Konstanten
dargestellt, wir wihlen einfach X° = .

Je nach Richtung, in die sich der Kopf bewegt, sehen die Regel leicht verdndert
aus. Zunéchst miissten wir die Moglichkeit haben, einer leeren Liste fiir die Band-
beschreibung ein € hinzufiigen zu kénnen:

f,(zs, nil) — f,(zs, e : nil) fy(nil,ys) — f (e : nil, ys)

Offensichtlich haben wir hier keine Probleme mit der lokalen Konfluenz, da es nur
kritische Paare < f,(nil,e : nil),f,(¢ : nil, nil) > gibt, die offensichtlich zusammen-
gefithrt werden konnen.

Nach links: Sei 6(q,a) = (¢, left,b). Dann fiige folgende Regel in das TES ein;

fa:lyx:r)—fy(I,b:x:r)

Nach rechts: Sei 6(q,a) = (¢/,right,b). Dann fiige folgende Regel in das TES
ein:

fa:lz:r)—>fy(z:b:lr)

Um die Terminierung der Turingmaschine bequem anzuzeigen, fiigen wir noch die
Regel f,, (x,y) — term hinzu, auflerdem noch eine Anfangsregel init — f,_ (nil, nil).
Die Regel f, (x,y) — term bildet zwar kritische Paare mit den ersten Regeln fiir
das leere Band, aber diese sind offensichtlich zu dem Term term zusammenfiihrbar.

Unser TES ist lokal konfluent, da es keine weiteren kritische Paare aufler den
erwihnten gibt: init {iberlappt mit nichts. Fiir eine Uberlappung mit einer Regel
der Form f, (I, ) kommt hochstens eine andere Regel mit demselben &dufleren Funk-
tionsymbol f, in Frage. Regeln, die fiir dasselbe a € ¥ aufgestellt wurden, iiber-
lappen nicht, wie weiter oben schon beobachtet wurde. Anderenfalls haben wir
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es aber mit Regeln fiir unterschiedliches a zu tun, also kommen in beiden Regeln
unterschiedliche Konstanten an derselben Stelle vor, so dass die Regeln ebenfalls
nicht iiberlappen konnen. Aus diesen Uberlegungen folgt die lokale Konfluenz.

b) Klar: Die Turingmaschine terminiert genau dann, wenn wir init in endlich
vielen Schritten zu term reduzieren kénnen. Dies miissen wir mit der lokalen Kon-
fluenz verkniipfen. Dazu fiigen wir dem TES einfach die Regel init — term hinzu.
Es gibt dann den Indeterminismus

init

N

term fe.(g,€)

Wiire die lokale Konfluenz eines TES entscheidbar, kénnte man automatisch fest-
stellen, ob es eine Auswertung von f,, (¢, ¢) nach term gibt. Dann hétte man aber
automatisch entschieden, ob die Turingmaschine terminiert. Dies steht im Wider-
spruch zur Unentscheidbarkeit des (speziellen) Halteproblems. Also ist die lokale
Konfluenz unentscheidbar.

c) Zunichst stellen wir fest, dass der bisherige Ansatz nicht so verkehrt ist:
Wenn unser TES terminiert, dann terminiert insbesondere jede von init ausge-
hende Berechnung, also terminiert die Turingmaschine. Wie in der Aufgabenstel-
lung angemerkt, folgt aus der Nichtterminierung des TES aber noch nicht die
Nichtterminierung der Turingmaschine. Das Problem sind die nicht-erreichbaren
Konfigurationen, die unter Umstédnden nicht terminieren, obwohl jede erreichbare
Konfiguration terminieren wiirde.

Eine mogliche Losung dieses Problems ist es, die Simulation der Turingmaschine
wie folgt durchzufiihren: Beginnend vom Startzustand werten wir nicht beliebig
lange aus, sondern maximal ¢ Schritte. Terminiert das TES, terminiert also auch
die Turingmaschine. Terminiert es nicht nach ¢ Schritten, beginnen wir erneut beim
Startzustand und erlauben diesmal ¢ + 1 Schritte. Sollte man nun als Startterm
einen unerreicharen Zustand wéahlen und eine beliebige Zahl 7 fiir die maximale
Schrittzahl, so beginnt man mit der Berechnung nach spétestens ¢ Schritten wieder
beim Startzustand und beriicksichtigt den unerreichbaren Zustand nicht weiter.
Terminiert das TES also nicht, so terminiert auch die Turingmaschine nicht.

Formal sieht das TES so aus: Fiir jede Regel | — r aus dem TES von Teil a), fiige
die Regel

trans(l, y,s(z)) — trans(r,y, )



ein. x ist also unser Zéhler. y brauchen wir, um den maximalen Wert des Zahlers
zu speichern. AuBlerdem benétigen wir die Regel

trans(z, y, 0) — trans(f,, (nil, nil), s(y),s(y))



