Losungsvorschlag Termersetzungssysteme — Blatt 2

Aufgabe 1

Wir zeigen die Aussage induktiv iiber n: Es gilt minus(y, O) =¢ y und mit Lemma
3.1.4 auch minus(O, O) =¢ O (Nutze o = {y/O}).

Die Gleichung minus(succ(x), succ(y)) =¢ minus(z, y) kann nun durch die Substituti-
on o’ = {z/succ”(0),y/succ”(O)} zu

minus(succ” ™ (O), succ" ™ (0)) =¢ minus(succ™(O), succ™(O))

verfeinert werden. Zusammen mit der Induktionshypothese minus(succ™(QO), succ™(O)) =¢
O erhilt man so folgende gleichung:

minus(succ”(O), succ™(0)) =¢ minus(succ™(O), succ™(O))
=¢ minus(succ™(O), succ"(O))
=¢ O

Durch Transitivitdt von =¢ gilt so auch:

minus(succ”(O), succ™(0)) =¢ O



Aufgabe 2

e s~ t gdw. die Anzahl der Funktionssymbole in s gleich der in t ist
~1 ist monoton, aber nicht stabil:
Falls f5,(s) = fsym(t) dann auch feym(q(s]x) = fsym (@) — Lsym(alr) + Hsym(s) =

Boym (@) = Bsym (qlr) + Bsym (t) = foym (qlt]x)-
Aber s =x,t =y,0 = {z/f(a)} ist ein Widerspruch zur Stabilitét.

o s~y tgdw. V(s) =V(t)
~sg 1st stabil und monoton:
Falls V(s) = V(t) dann auch

V(glsl=) = V(qla]r) UV(s)

Stabiliét:

V(so) = (V(s)\ Dom(c))U U Vi)

xz€Dom(o)NV(s)

= (V®)\Dom(o))u ) V(o)

z€Dom(o)NV(s)

= (V) \ Dom(o))u ) V(o)

z€Dom(o)NV(t)

= V(to)

e 5 ~3tgdw. s ein echter Teilterm von ¢ ist.
~3 ist stabil, aber nicht monoton:
Stabilitat: Falls ¢, = s dann ist auch to|, = t|,0 = so
Keine Monotonie: Die Konstellation s = z,t = f(z),q = g(x),7 = 1 ergibt
ein Gegenbeispiel. Denn t|; = s, aber ¢[t], = ¢g(f(z)) enthdlt nicht den Term
q[slr = g(z) als Teilterm.

e s ~ytgdw. s den Term t matcht.
~y, ist weder stabil, noch monoton:
Keine Stabilitdt: Wir wihlen s = z,¢ = a. Dann gilt s ~4 t denn s{z/a} = t.
Aber fiir o = {x/b} matcht so = b den Term to = a offensichtlich nicht.
Keine Monotonie: Ebenso ergibt sich fiir den Kontext ¢ = f(x,y) und die
Position 7 = 2, dass ¢[s|, = f(z,z) nicht den Term ¢[t], = f(x,a) matcht.



Aufgabe 3

DUxs = uws, (1)
(x:zs)Uys = x:(xsUys), (2)
rzsUys = ysUuws, (3)

TiYy:yYs = y:xT:ySs, (4)
rix:ixs = xS, (5)
(x:xzs)\(r:ys) = xs\ (r:ys), (6)
zs\ 0 = s, (7)

D\zs = 0 (8)

a) Herzuleiten war: (z:y:as)U(2:y:ys) <) @.@.@ey £ Y2 (@sUys)
(x:y:xs)U(z:y:ys)
((y:as)U(z:y:ys))

2
S

2 y:(xsU(z:y:ys))
A y:((z:y:ys)Uuxs)
2 y:z:((y:ys)Uuwxs)
3>x:y:z:y:(ysts)
L y:y:z:(ysUuxs)
2o y:z:(ysUuws)
2o y:z:(zsUys)



Wir wihlen eine Algebra A’ die das Gleichungssystem erfiillt. Sei A’ = (Q, ') wobei @ = {0, {0}, {0,{0}},...} ist und

a (zs,ys) = xsUys
o(z,xs) = {x}Uuxs
o =0
o (zs,ys) = ws\ys
gilt.
Nun zeigen wir das A’ ein Model von & ist (A" =€)
DU s = s ol (ag, B'(zs)) = 0U B'(ws) = '(xs)
(x:xzs)Uys = z:(zsUys) o, ((f'(x), B (xs))
rsUys = ysUuxs a (B (xs), B'(ys)) = B'(zs) U
Ty ys = y:x:ys (B (z), (i (B'(y), B'(ws))) =
T:x xS = x:xs8 o (B (x), (G (x), ' (xs))) =
{0'(x)} U B'(ys) ={F'(z)} U

(z:2s)\ (2 ys) zs\ (v :ys)  af(al(f(x), B (ws)), (5 (), B'(xs)))

= ['(xs) \ ({5
zs\ = s ol (B'(xs), ap) = B'(ws) \ 0 = B'(xs)
0\ zs = 0 o (o, B'(zs)) = 0\ B'(zs) = oy

Da (3’ eine beliebige Variableninterpretation ist gilt so A’ = €.

g
,B(ys)) = {8 (x)} U B'(ws) U ' (ys) = ol(B'(x), o, (B (s), B (ys))

F'(ys) = al,(B'(ys), B'(xs))

{0'(2)} U{B'(y)} Uys = (B (y), (o
{0'(x)} U {B'(x)} U ' (xs) =

B'ws) = al(('(x), 5'(2s))

: = ({F(2)} UG (xs)) \ ({F'(2)} U F'(ys))
()} U F'(ys)) = on (0 (ws), (B (), B'(ws)))

(8 (), 7' (xs)))



Wir zeigen jetzt das

A (zy:0)\(y:2:0)=0

wie folgt:
Sei nun I’ = (@, /, f’) eine Interpretation zu A" = (Q, ') wobei 3" belie-
big ist.
I'((z:y:0)\ (y:2:0) = ol (ai(B'(2), (B (y), o)), (B (y), ('(2), o))
= ({B'z} U{F' () VO ({8 W)} u{B(2)}uD)
= {B(x), B W)}ud)\ {5 (y) B'(2)}u0)
= ({'(2), (W)} \ {F' (). 5(=)})
={0'(x)}
# 0
= 056)
=1'(0)

Warum geniigt das ? Deswegen: Annahme (z:y: 0)\ (v : 2 : 0) <3 0 gilt. So
folgt mit Satz von Birkoff, dass

(x:y:0)\(y:2:0) g(Z)

~EE@:y: N\ (y:2:0)=0)

AVA: (AEE) = (Alz(a? M\ (y:2z:0)=0)

~VA=(Aa): (VB: (Ao, B)EE) = (V8: (AaB)E(z:y:0)\(y:2:0)=0)
A (VB Q0 B) €)= (V8 (Qua',B) b (ziy: D)\ (y: 2 :0) = )
Qo) E(aiy: 0)\(y:z:0) =0

Das widerspricht aber der Erkenntnis von vorher: I'((z : y : 0) \ (y : 2 : 0)) #
I'(0) und so gilt die Annahme

(:y: 0\ (y:2:0) <0

)

—~

y
9)

= Il

nicht.



