Losungsvorschlag Termersetzungssysteme — Blatt 4

Aufgabe 1

a) Ein Entscheidungsverfahren fiir die Allgemeingiiltigkeit einer Formel ¢:

(a)
(b)

()

(d)

Ersetze jede Variable = in ¢ durch eine neue Konstante c,.

Uberfiihre - in disjunktive Normalform (DNF). (und zeige die Unerfiill-
barkeit davon)

Finde fiir jedes Konjunkt der Form u; = v A. .. u,A = v, A0s1 = 1A A
“Sm =ty ein @ € {1,...,m} mit 8; =(u,=v;,.un=v,} ti- Benutze fiir das
Wortproblem von =¢ 3 den Algorithmus KONGRUENZABSCHLUSS.

Falls dies gelingt, gebe JA, sonst NEIN aus.

Die Terminierung des Algorithmus ist offensichtlich. Betrachten wir nun die
Korrektheit des Algorithmus

(a)

Die Allgemeingiiltigkeit einer Formel ¢ (kurz: = ¢) dndert sich nicht un-
ter der angegeben Transformation:

Sei ¢, die Formel nach Ersetzung der Variablen {z1, ..., z,}. Fiir jede In-
terpretation I = (A, «, 3) iiber der urspriinglichen Signatur ¥ gibt es eine
zugehorige Interpretation I. = (A, a U {(cy,, B(x1)), ..., (s, B(x0))}, 0)
iiber U {c,,,...,Cs, } und umgekehrt!.

Man kann induktiv leicht zeigen, dass I | ¢ < I. E ¢ gilt. Daraus
ergibt sich direkt = ¢ < = ¢..

Die Allgemeingiiltigkeit von ¢ ist offensichtlich dquivalent zur Unerfiill-
barkeit von =@ und die Uberfithrung zur DNF &ndert die Semantik einer
Formel nicht.

Die Unerfiillbarkeit von ¢ V - -V ¢, ist dquivalent zur Unerfiillbarkeit
aller ¢;. Daher ergibt sich der Schritt “Fiir jedes Konjunkt ...”.

Die Unerfiillbarkeit eines Konjunkts der Form u; = v; A -+ Au, = v, A
sy =t Ao NSy, = by, ist wegen des Lemmas unmittelbar dquivalent
zur Unerfiillbarkeit einer der Formeln w; = v; A -+ A up, = v, A —8; = 1.
Daraus ergibt sich das “Finde ein i € {1,...,m}".

1Sei I = . mit I = (A, , ) so gibt es eine Interpretation Iy fiir ¢, so dal Iy, = ¢ folgt, der
folgenden Form: Iy, = (A, o, ') mit §'(z) = (z) fiir z € V(p) und §'(z) = a, fir = € V(p).



Die Unerfiillbarkeit von ¢; = u; = vi A -+ Au, = v, A 0s; = t; ist auch
Aquivalent zu 8; =gy, =, ... un=va} bi-

e Denn falls 5; =(y,=0,,....un=v,} ti gilt, dann gilt fiir alle Algebren, die
Modelle von u; = vy,...,u, = v, sind, dass sie auch Modell von
s; = t; sind. Also ist v; unerfiillbar.

e Gilt hingegen s; =(y,=v,, . u,=v,} ti nicht, so gibt es eine Algebra A,
die Modell von u; = vq,...,u, = v,, aber nicht von s; = t; ist.
Folglich ist A ein Modell von ;, also ist v; erfiillbar.

b) Wir wenden nun den Algorithmus auf

—|(:c =f(f(x)) ANx = f(f(f(f(f(x)))))) Vi =f(x)
an, um die Allgemeingiiltigkeit dieser Formel zu entscheiden.

e Ersetzung der Variable x durch c, liefert die Allgemeingiiltigkeits-aquiva-
lente Formel

= (co = f(fca)) A ca = F(F(F(F(F(c2)))))) V €z = f(co)

e Negierung und Uberfithrung in DNF fithrt zum Unerfiillbarkeitsproblem
von

ce = f(f(ce)) Ace = F(F(F(F(f(cp))))) A —ce = f(cy)
f(f(cs)),
FF(F(E(f(c)))))

e Beim Nachweis mit dem Kongruenzabschlussverfahrens ergeben sich die
Mengen

e Dies ist gleichbedeutend zu ¢, =¢ f(c,) fir € = { ¢,
Cz

— Lo = {{cs, f(f(ca)), FIE(F(F(F(ca))))) }s {F(ca) }s {F(F(F(ca))) }, {F(F(F(F(ca))))}}
— Ky = Lo U{{f(c.), f(f(f(c)))}}U...
— Ly = {{ca, f(f(ca)), FIF(F(F(F(c2))))) b, {f(ca), F(F(F(ca))) b, {F(F(F(F(ca)))) }
— Ko = Ly U{{f(co), f(f(f(ca)))}, {f(F(cz)), F(F(F(f(c2))))} P U
— Lo = {{cu, f(f(ca)), F(F(F(F(c2)))), F(F(F(F(F(c2))))) b, {f(ca), F(F(F(cz))) }
Ky = LU {{f(c.), f(f(f(ca)))}, {f(ca), FF(F(F(F(ca))))) ],
{f(f(f(cz))), FIF(E(F(F(ca))))) b {F(F(ca)), F(F(F(F(ca)))) ), U
— Lz = {{cs, f(ca), f(f(ca)), F(F(f(ca))), F(F(F(F(ca)))), FF(E(F(F(c2))))) }}
Also gilt ¢, =¢ f(c,).



Folglich ist die Eingabe-Formel allgemeingiiltig.

) Sei p =ug = vy A Ay = Uy, S€L D = @ A s; =ty sel = p A sy =

1 A

<o+ N\ T8y, = ty,. Die Aussage des Lemmas ist: Genau dann wenn @ un-

erfiillbar ist gibt es ein ¢ so daf ¢); unerfiillbar ist.

Das Lemma kann folgendermaflien umformuliert werden:
Genau dann wenn 1 erfiillbar ist, sind alle v; erfiillbar.

=:

<~:

Sei A eine Algebra mit A |= 9, so folgt dass A = 1); weil ¢; nur einige der

Konjunktionen von 9 {ibernimmt.

Seien nun A; = (A;, ;) Algebren, so dass A; |= 1; gilt. Da keine Variablen
vorhanden sind, kann man schon mittels der Algebra Terme auf Elemente
des Universums eindeutig abbilden. Man braucht nicht die Variablenbele-
gung aus der Interpretationen. Deshalb schreiben wir hier auch A(t) wie
wir sonst [(t) schreiben.

Wir definieren A = (A; X -+ X A, o) mit

alf)((ar11s--sama), -y (@1my -y Q)

= (a1(f)(aras---ya1n)s -y m(f)(@ma, -, amn))

fiir jedes m-stellige Funktionssymbol f. Man kann nun induktiv iiber den
Termaufbau zeigen, dass fir jeden Term ¢ der Zusammenhang A(t) =

(A1), An(t)) st
Weil A; = 1; gilt, erhalten wir fiir jedes j € {1,...,n} die Gleichheit

Auy) = (Au(wy), - Am(uy) = (Ar(vg), -, Am(v))) = A(v;)
und fiir jedes i € {1,...,m} den Zusammenhang

da bereits A;(s;) # Ai(t;) gilt. Also ist A ein Modell von ¢ = uy =
MAANU, =V, NS =LA NSy, = .



Aufgabe 2

S ={a,b,c,d,f(a),f(b),f(d),f(f(a)),g(a), g(b), g(c),&(d)}.

L; bezeichnet die Menge L vor Schritt 4 im i-ten Durchlauf, K, ist die zugehorige
Menge K direkt nach Schritt 4. Die hier nicht relevanten einelementigen Mengen
sind mit ... abgekiirzt.

* Lo ={{a,f(b).ga)}, {c,d,g(d)}, {f(d), g(b)}, {f(f(a))}, {e(c)}, ...}
o K1 =LoU{{g(c),g(d)}}u..
o Ly = {{a,f(b).g(a)}, {c,d,g(c), g(d)}, {f(c),f(d), g(b)}, {f(f(a))}, ...}

o Ky =L1U{{g(c),gd)}}U...
e Nach Vereinigung ergibt sich Ky = Ly, also sind wir fertig.

Da g(c) und f(f(a)) in der finalen Menge L; in unterschiedlichen Mengen liegen, gilt
g(c) #Ze f(f(a)).

Aufgabe 3
R={ f(f(f(f(f(x)))) — =, E={ sglalelx)) = slg)),
f(f(f(z))) — =, flz) = sglsx)),
glr) — = } = f(f(f(z))) }

e R ist korrekt fiir &:
— g(z) —e g(f(f(2))) —

o
—
o
—
o
—
o




