Losungsvorschlag Termersetzungssysteme — Blatt 5

Aufgabe 1

e Wenn —;D—, gilt, dann folgt offensichtlich aus der Fundiertheit von —; die
Vo1 —9
Intuitiv: ”Weglassen von Verbindungen” macht eine Relation nur fundierter,
also hat —; "mehr Verbindungen” als —-.

— —7 fundiert = — fundiert (Obermenge)

— —* fundiert = —*7 fundiert (Obermenge)

— —*7 fundiert % — fundiert (—= {(a,a)}, —=*7=0)

— —*7 fundiert % —7* fundiert (—= {(a,a)}, =*"=0, -7 = {(a,a)})

— — fundiert = —T fundiert
Angenommen, a; —* a3 =" a3 — ..., dann gilt ay — by — -+ —

bing = a2 = b1 — o = bopy —ag— ...

+

— — fundiert = —*7 fundiert (— fundiert = —* fundiert —*7 fundiert)
e Zur Erinnerung:

— ist konfluent, gdw.
fiir alle ¢ mit t —* u,t —* v ein s existiert, so dal u —* s und v —* s
gilt.

In Mengenschreibweise: «+* o —* C —* o «*
also {(z, 2)[z " y,y =" 2} C{(z,2)[x =" y,y " 2}
weil Ro S ={(z,2)|(z,y) € R, (y,2) € 5}

Nun gilt aber offensichtlich —*= (—*)* = (—*7)*, was die Aquivalenz der
Konfluenz der drei Relationen —, —+, —*7 zeigt.



Aufgabe 2

a) <cq ist fundiert: Alle reellen Zahlen aus dem Interval (¢ — d, ¢) sind Nor-

malformen. Sei z € (¢ — d, ¢) und y € R so folgt:
z € (c—d,c) AN (2<cay)

= (c—d<z<ec) N 0<z<z+d<y<ec)
— (c—d<z<ec) AN (z<z4+d) AN (z+d<y<c)
= (c—d<z<¢) AN (0<d) A (z+d<y<c)
= (c<z+d<c+d) AN (0<d) AN (z+d<y<c)
= (c<z+d<y<c)
= der Nachfolger y kann nicht existieren

Also ist z € (¢ — d, ¢) eine Normalform. Wegen
(ZIZ' <c,d y)

— (O<z<z+d<y<c)

= (x<zxz+d) AN (z+d<y)

= (0<d) AN (z+d<y)
muf} auflerdem jeder Nachfolger y zu x mindestens den Abstand d einhal-
ten. Also wird bei jedem Schritt der Relation <. 4 mindestens die Distanz
d iiberschritten. Jedes = € (0, ¢) ist damit maximal |(c — x)/d| Schritte
von einer Normalform entfernt.

<,,q ist nicht konfluent: Es gilt 8 <401 9.5 und 8 <91 9.6 und 9.5,9.6 €
(9,10). Also sind die Normalformen 9.5,9.6 Nachfolger von 8.

Beachte: Natiirlich ist die Relation <. 4, wenn 0 > ¢,0 > doder d > ¢ > 0
gilt, konfluent weil die Relation dann leer ist, aber <. 4 ist eben nicht fiir
alle ¢,d € R konfluent.

b) >1e. 1St nicht fundiert: b >, ab >, aab >, aaab >y . ..

> ist konfluent: Aus w >, wy; und w >, wy folgt entweder, dafl
W1 > Wo oder daB wy >, wy weil >, eine totale Ordnung ist.

c) ~ ist nicht fundiert: Sei v; ~ vy so gibt es die Pfade von v; nach vy und
von ve nach vy. Also gibt es umgekehrt auch die Pfade von v, nach v; und
von v; nach vy, so dafl auch vy ~ v; gilt und damit die unendliche Folge
V] ~ Uy ~ V] ~ Vg ~ ... existiert.
~ ist konfluent: Sei v; ~ vy und v, ~ w3 so gilt auch v, ~ v3. Denn wenn
es die Pfade zwischen v; und vy und zwischen v; und vz gibt, so gibt es
auch Pfade zwischen vy und vs



Aufgabe 3

a — f(a)
flx) — g(x)
g(b) — b

a — b

a — ¢

e R ist normalisierend: Induktion iiber den Aufbau von Term t:

t € V: Jede Variable ist bereits in Normalform.
t = b: b ist bereits Normalform.
t = c: c ist bereits Normalform.
t = a: a hat die Normalformen b und c.
t = g(t'): ' hat bereits die Normalform u (wegen ¢ > ¢') und so folgt:
u = b: So gilt g(b) —% b, wobei b eine Normalform ist.
u # b: So ist g(u) bereits eine Normalform.
t =f(t'): Wegen f(t') —% g(t') hat ¢ dieselbe Normalform wie g(t').

e R ist nicht eindeutig normalisierend: Der Term a hat zwei verschiedene Nor-
malformen b und c.

e R ist nicht fundiert: a —x f(a) —x f(f(a)) =% ...

e R ist nicht konfluent: Dies folgt schon daraus, dass R nicht eindeutig normali-
sierend ist (denn zwei unterschiedliche Normalformen sind offensichtlich nicht
zusammenfiihrbar).



Nachtrag zu Ubung 4

Sei ¥ unsere implizit all-quantifizierte Formel und 1. die passende Formel mit je
einer neuen Konstanten pro Variable aus .

e Fiir jede Interpretation I = (A, «, 3) tiber der urspriinglichen Signatur ¥ gibt
es eine zugehorige Interpretation

Ie = (A, aU{(cs, B(x1)), - - (Can, Bwn)) }, 0)

tiber ¥ U {cy,,..., ¢y, } so daB

I'EY = I F 9.
gilt.

e Fiir jede Interpretation I = (A, «, 3) iiber der erweiterten Signatur XU{c,,,..., ¢y, }
gibt es eine Interpretation Iy, fiir ¢, der Form:

[V = (Aa a, ﬁ/)
Blx) = B(x) fir z & V(p)
B(x) = ac, fir z € V(p)

so daf3
I):¢C:>IV):¢

gilt.

Also sind ¢ und . erfiillbarkeitsdquivalent.



