Losungsvorschlag Termersetzungssysteme — Blatt 8

Aufgabe 1

a) Die LPO ist fiir Ry nicht anwendbar: In der dritten Regel miisste © = 2z oder
T > 2 gelten, was nicht der Fall ist. Verwenden also die LPOS.

Ahnlich der Priizedenz bilden wir auch die Permutationen fiir den Status on-
demand. Wir gehen nun die Regeln durch:

e plus(z,y) — f(z,y,0) erfodert plus I f. Aufgrund der Teiltermeigenschaft
gilt ndmlich bereits plus(z,y) >i0s © und plus(z, y) =ipos y. Mit plus 7 0 gilt
dann auch plus(z,y) >pes 0.

o £(0,0,2) >i0s # gilt aufgrund der Teiltermeigenschaft.

o f(z,s(y),2) — f(z,y,s(z)) erfordert eine Permutation fiir f, die mit 2 beginnt.
Dann ist namlich s(y) >0s y. Bleibt f(z,5(y), 2) =ipos 2,5(z) zu zeigen. Fiir
z folgt dies aus der Teiltermeigenschaft. Fiir f(z,s(y), z) =ipos s(z) bendti-
gen wir aber die Priazedenz f T s. Mit f(z,s(y), z) >pes = folgt dann die
Behauptung.

o f(s(x),y,2z) — f(z,y,s(z)). Hier stimmen die Terme an der zweiten Stelle
iiberein. Vergleichen wir als néichstes die dritte Stelle, schldgt der Beweis
fehl. Der Status von f muss also die Permutation (2,1, 3) sein. Damit gilt
dann s(x) >ps © und f(s(x), y, 2) =ipos S(2) wegen der Prézedenz f Js.

b) Die LPO ist fiir Ry anwendbar. Wir gehen die Regeln durch:

o rev(rev(z)) >y, o gilt fiir jede Prézedenz bereits aufgrund der Teiltermei-
genschaft.

o rev(z) >y r(z,nil) erfordert die Priazedenz rev 7 r sowie rev 7 nil.
o r(nil,y) >4, y gilt bereits aufgrund der Teiltermeigenschaft.

e r(cons(x,z),y) — r(z,cons(z,y)) ldsst sich mit der LPO anordnen, denn
cons(x, z) >, 2z wegen der Teiltermeigenschaft, ferner r(cons(z, 2),y) >0
cons(z,y) mittels Prézedenz r 3 cons und ferner r(cons(z,2),y) >po =,y
wegen Teiltermeigenschaft.



Aufgabe 2

a) ~ ist offensichtlich stabil. Beweis mittels struktureller Induktion iiber s. Im
Induktionsanfang gilt s = ¢ und damit auch so = to fiir eine Substitution o.
Andernfalls ist s = f(s1,...,s,) und ¢t = g(t1,...,t,), f = g und s; ~ t; fiir alle
1 <1 < n. Mit der Induktionshypothese ist dann s;o0 ~ t;o, daraus folgt die
Behauptung.

Nun beweisen wir so >4, to fiir alle Substitutionen o und fiir alle Terme s >y, ¢.
Dazu nutzen wir Noethersche Induktion iiber =:= % .

Sei o eine beliebige Substitution und sei s >y, ¢ fiir zwei Terme s, ¢. Dann gilt in
jedem Fall s = f(sy,...,s,). Wir fithren nun eine Fallunterscheidung durch:

Fall 1: s; Zgpo t fiir eini € {1,...,n}. Da (s,t) = (s;,t) gilt mit der Induktions-
hypothese s;0 g0 to und damit mittels der ersten Regel auch so >y, to.

Fall 2: t = g(t1,...,t,),f Jgund s >y t; fiir alle s € {1,... m}. Da t>¢,;, gilt
(s,t) = (s,t;) fiir alled € {1,...,n}. Mit der Induktionshpyothese folgt dann
SO >qpo tio fiir alle ¢ € {1,...,n}. Da sich die Root-Symbole von s und ¢
bei Substitution nicht &ndern, gilt also mit der zweiten Regel so >, to.

Fall 3: ¢t = g(t1,....tn),f =gund es ex. ein ¢ € {1,...,n} so dass s; ~ t; fiir
1 < j <1, 8 =qpo ti SOWie s g t; fiir i < 7 < n. Nun gilt (s,t) > (s;, q) fiir
1 < j < n und fiir beliebiges ¢. AuBerdem gilt (s,t) > (s,t;) fiir i < j < mn.
Mit der Induktionshypothese folgt also s;o ~ tjo fiir 1 < j <1, 8,0 > gpo ti0
sowie S0 =g tjo fiir i < j < n. Damit gilt aber nach der dritten Regel auch
S0 > qipo L0

In allen Fallen wurde also so =g, to fiir s =gp, t gezeigt. Damit ist > gy, stabil.

b) R, lidsst sich nicht mittels LPO anordnen: Die zweite Regel erfordert f I s.
Dann verlangt die dritte Regel entweder f 1 g oder s 1 g. In beiden Féllen lasst
sich dann die erste Regel nicht mehr behandeln, da hier entweder g 7 f oder s 1 f
gelten miisste. Dann enthielte die Prézedenz aber einen Zykel.

Versuchen also, einen Beweis mittels QLPO zu finden. Sicher muss mit der zweiten
Regel immernoch f 1 's gelten. Wir versuchen es also mit {f, ¢} 3 {s} und gehen
die Regeln durch:

o g(s(z)) =qpo f(z), da g = f und s(z) >gpo * wegen Teiltermeigenschaft bzw.
Regel 1.

o f(0) > qpo 5(0), weil f T's und f(0) >0 0.
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e Begriindung von innen nach auflen: s(z) =g, x. Mit f = g gilt dann auch
f(s(x)) >qpo g(x). Wegen f T s gilt dann auch f(s(x)) =gy s(g(z)) sowie im
letzten Schritt f(s(x)) =g s(s(g(x))).

o g(0) >qpo 0 gilt mit Regel 1 oder der Teiltermeigenschaft.

Nun zu R,. Hier ist die LPO anwendbar mit der Préazedenz f 1 g s 1 plus 1 1,
die offensichtlich fundiert (da zykelfrei) ist. Wir gehen die Regeln durch:

o f(0) >y 1 mit f 71
o f(s(z) =y g(f(x)) mit f T g sowie f(s(x)) >0 f(z) wegen s(z) =, .

o g(z) > plus(z,s(z)) mit g I plus sowie g(x) >y  sowie g(z) >, s(2)
wegen g 7' s und g(z) =0 .

o f(s(x)) >0 plus(f(z),s(f(z))) wegen f T plus sowie f(s(z)) >y f(z) (siehe
oben) und f(s(z)) >y, s(f(z)) wegen f J's und f(s(x)) >, f(x), siche oben.

Aufgabe 3

a) Definition QLPOS mit Status: Ordne jedem Funktionssymbol f mit der Stel-
ligkeit n eine n-Stellige Permutation 7 zu. Nun gilt s > 05 t gdw. s = f(s1,..., 5y)
und eine der folgenden Aussagen zutrifft:

1) Analog zu 1) der QLPO mit 205 Statt 2Zgipo-
2) Analog zu 2) der QLPO mit > 05 statt > g

3) t =g(t1,...,tn),f =gund es ex. ein i € {1,...,n}, so dass sq,(j) ~ tr,()
fir 1 <j<u, Sy (i) " qlpos tﬂf(i) SOWIE S ™ gipos Ly () firi < j <n.

Statt von links nach rechts wird also den Permutationen 7; und 7, entsprechend
verglichen.

b) Betrachte das TES R aus den Regeln
h(z,s(f(2))) — h(s(2), g(2))

h(z,s(g(x))) — h(s(z), f(z))
f(g(x)) — s(z)



Offensichtlich versagt hier die QLPO, da man z >, s(z) zeigen miisste, was nicht
geht. Ebenso versagt aber die LPOS. Man miisste hier die Argumente von h von
rechts nach links vergleichen. Nun erfordert die dritte Regel f 0 s oder g O s.
Daher kann in der ersten Regel s(f(x)) >0s g(x) nur fiir f 7 g gelten. Analog
kann in der zweiten Regel s(g(x)) >ipos f(z) nur fiir g 7 f gelten. Wir kénnen also
keine verniinftige Prézedenz fiir die LPO erzeugen!

Mit der QLPOS dagegen lésst sich die Terminierung des TES beweisen. Sei dazu
{f.g} O {s} und der Status von h sei (2,1), wir vergleichen also von links nach
rechts. Dann gilt s(f(z)) >up0s 8(z), da f(x) ~ g(z). Analog geht man fiir die
zweite Regel vor. Bei der dritten Regel gilt f(g(z)) >qpos S(x) wegen f 3 s und
F(g(2)) = tpos -

Alternative TESe waren

oder



