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Aufgabe 1 (1 Punkt)

Das Programm P bestehe aus der Datenstruktur number und den folgenden Datenstrukturen und Al-

gorithmen:
structure bool function double : number — number
true : bool double(O) = 0
false : bool double(succ(x)) = succ(succ(double(x)))
function le : number X number — bool function half : number — number
le(O,y) = true half(O) = 0
le(succ(z), O) = false half (succ(O)) = 0
le(succ(x),succ(y)) = le(x,y) half (succ(succ(x))) = succ(half(z))

Berechnen Sie durch Angabe der Auswertungsschritte die Ergebnisse von

a) SAp(le(double(half(succ(succ(y)))), succ(succ(y))) = true,
{Vz : number le(double(half(x)),z) = true}),

b) SAp(le(double(half(succ(y))),succ(y)) = true,
{Vz : number le(double(half(x)),z) = true}).

Aufgabe 2 (2 Punkte)

Das Programm P bestehe aus der Datenstruktur number und den folgenden Algorithmen:

function pred : number — number function plus: number X number — number
pred(O) = O plus(O, ) =y
pred(succ(z)) = =z minus(succ(z),y) = succ(plus(z,y))

function minus : number x number — number
minus(z, O) =
minus(z,succ(y)) = minus(pred(z),y)

T

Beweisen Sie die folgende Aussage durch Peano-Induktion iiber zs. Verwenden Sie dabei symbolische
Auswertung unter Hypothesen.

(Vx1, 29, x3 : number minus(zy, plus(z2, 23)) = minus(minus(x1,x2),x3)) € Thp

Hinweis: Das hierbei verwendete Induktionsaziom hat die Form

Ylz/O] A Vy:number (¢lz/y] — [x/succ(y)]) — Va :number 1

Allgemein kann man also ,,(Vx : number 1) € Thp“ beweisen, indem man stattdessen die folgenden
Induktionsformeln zeigt:

(¥[x/O]) € Thp
(Vy : number (¢Y[z/y] — [x/succ(y)])) € Thp
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Aufgabe 3 (0.5 + 0.5 + 2 Punkte)

Sei P das Programm aus Aufgabe 1 und sei ¢ die folgende Aussage:

Vz : number le(double(half(x)),z) = true

a) Versuchen Sie, mit Hilfe der Peano-Induktion zu zeigen, dass ¢ eine wahre Aussage iiber P ist.
Verwenden Sie dabei symbolische Auswertung unter Hypothesen, um die Induktionsformeln zu
beweisen. Hierbei soll die Induktion nur einmal durchgefiihrt werden.

b) Seien ¢,p € 7 (3)number und sei > eine Relation mit ¢ > p gdw. ¢ = succ(succ(p)). Zeigen Sie,
dass > fundiert ist.

c) Geben Sie mit Hilfe der Relation = aus Teil (b) geeignete Induktionsformeln zum Beweis von
@ € Thp an und zeigen Sie mit der symbolischen Auswertung unter Hypothesen die Giiltigkeit
Threr Induktionsformeln.
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