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Kapitel 1

Einfiihrung

Termersetzungssysteme dienen zum Rechnen und automatischen Beweisen mit Gleichungen.
Sie sind daher grundlegend fiir viele Bereiche der Informatik und haben unter anderem
folgende Einsatzgebiete:

e Spezifikation von Programmen

— Termersetzungssysteme werden zur Formulierung von algebraischen Spezifikatio-
nen verwendet. Der Vorteil hierbei ist, dass die Spezifikationen direkt ausfithrbar
sind und sich hervorragend zur maschinellen Verarbeitung eignen.

— Insbesondere setzt man Termersetzungssysteme zur Beschreibung von abstrakten
Datentypen ein. Hierbei stellt sich unter anderem die Frage, welche Aussagen aus
den Axiomen des abstrakten Datentyps folgen. Termersetzungssysteme bieten
hocheffiziente Verfahren zum rechnergestiitzten Nachweis und zur Lésung solcher
Gleichungen.

e Automatisierte Analyse und Verifikation von Programmen

— Termersetzungssysteme stellen Techniken zur Verfiigung, um grundlegende Fra-
gestellungen iiber Programme zu untersuchen (wie z.B. Terminierung, Eindeu-
tigkeit, Korrektheit von Programmen).

e Ausfithrung von Programmen

— Termersetzungssysteme stellen eine vollsténdige Programmiersprache dar. Dies
ist die Basis-Programmiersprache, die allen funktionalen Programmiersprachen
zugrunde liegt.

— Sie werden daher in der Implementierung vieler Programmiersprachen eingesetzt.
e Symbolisches Rechnen

— Termersetzungsbasierte Verfahren zur Bearbeitung, Losung und zum Nachweis
von Gleichungen sind auch die Grundlage von Systemen zum symbolischen Rech-
nen und zur Computer-Algebra.



Als Beispiel betrachten wir eine Datenstruktur zur Darstellung der natiirlichen Zahlen,
wie sie in funktionalen Programmiersprachen {iblich ist. Hierzu verwendet man eine null-
stellige Funktion O und eine einstellige Funktion succ. Diese beiden Funktionen werden
als Konstruktoren der Datenstruktur der natiirlichen Zahlen benutzt, d.h., man kann mit
ihnen alle Datenobjekte der Datenstruktur darstellen. Hierbei steht O fiir die Zahl 0 und
succ fiir die Nachfolgerfunktion (“successor”). Die Zahl 1 wird also als succ(Q) dargestellt,
die Zahl 2 wird als succ(succ(Q)) dargestellt, etc.

Auf dieser Datenstruktur kann man nun z.B. den folgenden Additionsalgorithmus defi-
nieren.

plus(O0,y) = vy (1.1)
plus(succ(z),y) = succ(plus(z,y)) (1.2)

Dies ist ein funktionales Programm, das durch zwei Gleichungen spezifiziert wird. Es
bedeutet, dass plus das zweite Argument y zuriickliefert, falls das erste Argument die Zahl
O ist. Ansonsten ruft sich plus rekursiv auf, wobei das erste Argument um eins erniedrigt
wird und das zweite Argument unveréndert bleibt. Das Endresultat wird dabei um eins
erhoht.

“Berechnungen” mit solch einem Programm verlaufen durch “Anwenden” der Gleichun-
gen von links nach rechts. (Hierbei darf man beliebige Teilausdriicke anhand der Gleichun-
gen ersetzen.) Wenn man also “2 + 1”7 berechnen méchte, ruft man plus mit den Argumenten
succ(succ(Q)) und succ(Q) auf. Die Auswertung verlduft dann wie folgt:

plus(succ(succ(O)),succ(O)) — succ(plus(succ(O), succ(O)))
—  succ(succ(plus(O, succ(0))))
—  succ(su cc(succ(O)))

Man erhélt also das Ergebnis 3, wie erwiinscht.

Systeme von Gleichungen wie oben, die von links nach rechts angewendet werden sollen,
bezeichnet man als Termersetzungssysteme. Hierbei schreibt man iiblicherweise anstelle des
Gleichheitszeichens “=" einen Pfeil “—”, um zu verdeutlichen, in welcher Richtung die Glei-
chungen anzuwenden sind. Ausdriicke wie plus(succ(succ(Q)), succ(QO)) oder plus(succ(z), y)
heiflen Terme. Terme sind aus Variablen (wie x und y) und Funktionssymbolen (wie O, succ
und plus) aufgebaut. Die Auswertung von Termen anhand von Gleichungen wie oben be-
zeichnet man als Termersetzung. Man erkennt also, dass Termersetzung ein sehr einfacher
und natiirlicher Mechanismus ist, der vielen Programmiersprachen zugrunde liegt, und dass
die Sprache der Termersetzungssysteme in der Tat eine (bzw. die) grundlegende funktionale
Programmiersprache ist.

Um die Zuverldssigkeit und Korrektheit von Programmen zu garantieren, ist es nicht
hinreichend, sie nur zu testen, sondern es werden Techniken benotigt, um sie formal zu ana-
lysieren und zu verifizieren. Solche Analysen und Verifikationen sind jedoch im allgemeinen
sehr aufwendig — insbesondere bei umfangreichen Programmen, wie sie in der Praxis ein-
gesetzt werden. Aus diesem Grund wird versucht, diese Aufgaben weitgehend automatisch
durchzufiihren. Hierzu erweisen sich Termersetzungssysteme als &uflerst wichtiges Werk-
zeug.



Folgende Fragestellungen sind typisch bei der Programmanalyse und -verifikation und
in der Vorlesung werden wir Techniken kennen lernen, um diese Fragen automatisch zu
untersuchen:

o [st das Resultat eines Programms immer eindeutig (Konfluenz)?
Die Frage ist hierbei, ob man trotz verschiedener moglicher Anwendungen von Glei-
chungen stets zu demselben Ergebnis kommt. Im obigen Programm ist dies der Fall.
So kann man zwar zur Auswertung des Terms

plus(O, plus(succ(O), O))

Gleichungen auf verschiedene Weise anwenden. Es stellt sich aber heraus, dass das
Programm trotzdem deterministisch ist, d.h., das Ergebnis zum Schluss ist immer das
Gleiche.

Im allgemeinen ist dies aber natiirlich nicht garantiert. Hierzu ergdnzen wir das Pro-
gramm um die folgende Gleichung.

plus(succ(z),y) = plus(z,succ(y))

Auf Grundtermen (d.h., Termen ohne Variablen, die nur aus plus, succ, und O beste-
hen) bleibt die Konfluenz erhalten, aber auf beliebigen Termen nicht. So kann man
nun plus(succ(z), y) sowohl zu plus(z,succ(y)) als auch zu succ(plus(z,y)) auswerten
und danach ist keine weitere Auswertung moglich. Die Auswertung hat also zwei
unterschiedliche Ergebnisse. Wir werden Verfahren kennen lernen, die die Konfluenz
eines Programms automatisch untersuchen.

e Hilt ein Programm immer nach endlich vielen Schritten an (Terminierung)?
Dies bedeutet, dass das Programm keine unendlichen Auswertungsfolgen haben darf.
Im obigen Beispiel erkennt man, dass bei jedem rekursiven Aufruf das erste Argument
kleiner wird. Bei der Auswertungsfolge fiir “2+1” ist das erste Argument zunéchst
2 (d.h. succ(succ(0))), dann 1 (succ(Q)) und zuletzt 0 (d.h. O). Da Argumente nie
unendlich oft kleiner werden kénnen, bedeutet das, dass immer nur endlich viele
rekursive Aufrufe moglich sind. Daher terminiert der Algorithmus plus.

Wiirde man hingegen das Programm um die weitere Gleichung

plus(z,y) = plus(y, )

erginzen, so wiirde das Programm nicht mehr terminieren, denn es gibt (unter ande-
rem) die folgende unendliche Auswertung:

plus(succ(Q), O) — plus(O, succ(O)) — plus(succ(O), O) — plus(O, succ(O)) — ...

Wir werden Techniken vorstellen, die die Terminierung von Programmen automatisch
nachweisen kénnen.

e [rfiillt ein Programm seine Spezifikation (Korrektheit)?
Die Frage hierbei ist, ob gewiinschte Aussagen iiber ein Programm wahr sind (oder



ob aus einer Menge von Axiomen bestimmte andere Aussagen folgen). Beispielsweise
kann man untersuchen, ob die Aussagen

plus(succ(succ(0)),x) = plus(succ(O),succ(x)) (1.3)
plus(plus(z,v),2z) = plus(z,plus(y, 2)) (1.4)

fir das urspriingliche Additionsprogramm mit den Gleichungen (1.1) und (1.2) (bei
beliebigen x,y, z) gilt. Die zweite Aussage bedeutet, dass wir iiberpriifen wollen, ob
dieses Programm eine assoziative Funktion berechnet.

Ahnliche Fragen treten auch bei der Spezifikation von Programmen auf. Eine algebrai-
sche Spezifikation von Datentypen besteht aus der Angabe von bestimmten Axiomen
und die Frage ist, welche Aussagen iiber den Datentyp aus den Axiomen folgen. Als
Beispiel betrachten wir die Axiome, die Gruppen spezifizieren:

f(z,f(y,2)) = f(f(x,y),2) (1.5)
f(z,e) = x (1.6)

f(z,i(z)) = e

Hierbei ist f eine assoziative Verkniipfung, e ist das rechtsneutrale Element und i
ist die rechtsinverse Funktion. Ein Beispiel fiir eine Gruppe sind z.B. die ganzen
Zahlen, wobei f die Addition, e die Zahl 0 und i die Funktion ist, die zu einer Zahl
n jeweils die Zahl —n berechnet. Hier stellt sich z.B. die Frage, ob in jeder Gruppe
die inverse Funktion “selbstinvers” ist, d.h., ob eine zweimalige Anwendung von i
wieder das urspriingliche Element erzeugt. Mit anderen Worten, man will wissen, ob

die Gleichung
i(iln)) = n (1.8)

fiir alle Elemente n aus den obigen drei Axiomen folgt. Diese Frage bezeichnet man als
Wortproblem. Dies ist tatséchlich der Fall, wie man durch eine (ziemlich lange und
komplizierte) Folge von Anwendungen dieser Gleichungen zeigen kann (siehe Bsp.
3.1.15, S. 25). Wir werden zeigen, wie man mit Hilfe von Termersetzungssystemen
solch eine Frage automatisch 16sen kann.

Wie kann man ein unvollstindiges Programm automatisch vervollstindigen?
Hierbei wird die Frage untersucht, wie man aus einem nur unvollstédndig angegebe-
nen Programm (bzw. aus einer Menge von Axiomen) ein vollstindiges (konfluentes
und terminierendes) Programm automatisch generieren kann. Beispielsweise ist das
Programm aus den beiden plus-Gleichungen (1.1) und (1.2) zusammen mit

plus(succ(x),y) = plus(z,succ(y))
ja nicht mehr konfluent. Man kann es aber (automatisch) um die weitere Gleichung

plus(z,succ(y)) = succ(plus(z,y))

erganzen und erhélt dadurch ein “dquivalentes” Programm, das sowohl konfluent als
auch terminierend ist. Die Frage ist, wie man solche Vervollstédndigungen automatisch
findet.



Die Vorlesung gliedert sich in die folgenden Kapitel:

1. Einfiihrung
Hier wird eine kurze Ubersicht iiber das behandelte Gebiet gegeben und die Bedeutung
der untersuchten Fragestellungen motiviert.

2. Grundlagen
In diesem Kapitel fithren wir die Syntax und Semantik von Termen und Gleichungen
ein.

3. Termersetzung und Deduktion von Gleichungen

Nun stellen wir Methoden vor, um Aussagen iiber Gleichungen automatisch nach-
zuweisen. Insbesondere wird das zentrale Konzept der Termersetzungssysteme ein-
gefithrt, das auch den weiteren Kapiteln zugrundeliegt. Hiermit erhdlt man ein sehr
leistungsfihiges Verfahren, um Gleichheiten zu berechnen bzw. automatisch zu be-
weisen. Die Voraussetzung hierfiir ist allerdings, dass die Termersetzungssysteme kon-
fluent (d.h., deterministisch) sind und terminieren. Wenn man zu einem gegebenen
Gleichungssystem ein solches dquivalentes Termersetzungssystem konstruieren kann,
so stellt dieses Termersetzungssystem ein Verfahren zur Verfiigung, das (automatisch)
entscheidet, welche Gleichungen aus dem Gleichungssystem folgen. Auf diese Weise
lassen sich z.B. Aussagen wie (1.3) oder (1.8) automatisch nachweisen.

4. Terminierung von Termersetzungssystemen
Wie im vorigen Kapitel erldutert, ist man an terminierenden und konfluenten Termer-
setzungssystemen interessiert. Hier wird die Frage untersucht, wie man (automatisch)
herausfindet, ob ein Termersetzungssystem terminiert, d.h., ob es nur endliche Berech-
nungen zulésst.

5. Konfluenz von Termersetzungssystemen
Nun werden Verfahren vorgestellt, die automatisch untersuchen, ob ein Termerset-
zungssystem konfluent ist, d.h., ob das Ergebnis der Berechnung immer eindeutig
ist.

6. Vervollstindigung von Termersetzungssystemen
Dieses Kapitel behandelt ein Verfahren, um zu einer gegebenen Menge von Gleichun-
gen ein konfluentes und terminierendes Termersetzungssystem zu konstruieren. Auf
diese Weise lassen sich Entscheidungsverfahren fiir Gleichungssysteme gewinnen.

Fiir manche Aussagen iiber Programme (wie z.B. (1.4)) ist ein Induktionsbeweis er-
forderlich. Wir zeigen, dass man hierfiir ebenfalls das Vervollstdndigungsverfahren
verwenden kann. Dadurch entsteht eine Methode fiir automatische Induktionsbewei-
se, die solche Aussagen verifizieren kann.

Fiir weitere Literatur zum Thema “Termersetzungssysteme” sei auf [Ave95, BA95,
BN98, Biin98, DJ90, Ohl02, Ter03, Wal95] verwiesen, die diesem Skript auch teilwei-
se zugrunde lagen. Ich danke René Thiemann, Benedikt Bollig, Carsten Fuhs und Marc
Brockschmidt fiir ihre konstruktiven Kommentare und Vorschldge beim Korrekturlesen des
Skripts.



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel legen wir die Sprache der Terme und Gleichungen fest, die wir im Fol-
genden zur Formulierung von Aussagen und von Programmen (Termersetzungssystemen)
verwenden werden. Hierzu verwenden wir eine Teilmenge der Préadikatenlogik 1. Stufe. Glei-
chungen entsprechen dann sogenannten universellen atomaren Formeln der Pradikatenlogik.
In Abschnitt 2.1 wird die Syntax von Termen und Gleichungen erldutert und in Abschnitt
2.2 stellen wir die Semantik vor, d.h., wir definieren, was es bedeutet, dass eine Gleichung
aus einer Menge von Axiomen folgt. Diese beiden Abschnitte dienen vor allem auch dazu,
um die im Folgenden verwendeten Notationen einzufiihren.

2.1 Syntax von Gleichungssystemen

Die Syntax legt fest, aus welchen Zeichenreihen die Ausdriicke einer Sprache bestehen. Wir
betrachten die Sprache der Gleichungen zwischen Termen. Hierzu definieren wir zunéchst
das Alphabet, aus dem Terme (d.h., Ausdriicke unserer Sprache) gebildet werden.

Definition 2.1.1 (Signatur) FEine Signatur ¥ = (J,. Xi ist eine Vereinigung von paar-
weise disjunkten endlichen Mengen ;. Jedes f € ¥ heifst i-stelliges Funktionssymbol. Die
Elemente von Yy werden auch Konstanten genannt. Wir verlangen stets, dass > endlich
ist und dass Yo # D gilt.

Beispiel 2.1.2 Ein Beispiel fiir eine Signatur ist 3y = {O}, ¥; = {succ}, ¥y = {plus,
times}.

Nun definieren wir, wie man Datenobjekte in unserer Sprache repréasentiert. Der Einfachheit
halber betrachten wir nur den unsortierten Fall (d.h., Terme sind nicht typisiert). Die
Konzepte der Termersetzung lassen sich aber leicht auf Sorten erweitern.

Definition 2.1.3 (Term) Sei 3 eine Signatur und V eine nicht-leere (abzihlbar) unend-
liche Menge mit YV NY = &. Die Elemente von V' heiffen Variablen.

T(X,V) bezeichnet die Menge aller Terme (iber ¥ und V). Hierbei ist T(X,V) die
kleinste Teilmenge von (X UV U{(,),“” })* mit
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(1) V CT(%,V) und
(2) f(t1,...,t,) € T(X,V), falls f € X, n >0 und t; € T(X,V) fir allei € {1,...,n}.

T(X) steht fir T(X,9), d.h., fir die Menge aller variablenfreien Terme (oder Grund-
terme ).

Fiir einen Term t bezeichnet V(t) die Menge aller Variablen in t und fir T C T(3,V)
definieren wir V(T') = U,ep V(2).

FEin Term q ist ein Teilterm von t (Schreibweise t™>q) gdw. t = q odert = f(ty,...,t,)
und t; > q fir ein 1 <i <n. Die Terme ty,...,t, sind die direkten Teilterme von t. Fin
Teilterm q von t ist ein echter Teilterm (Schreibweise t > q) gdw. t # q.

Beispiel 2.1.4 Wir betrachten die Signatur ¥ aus Bsp. 2.1.2. Wenn V = {z,y, z,...} ist,
dann erhalten wir z.B.:

O, succ(0), plus(O, succ(0)) € T(%),
plus(times(O, x),succ(y)) € T(X,V).

Terme lassen sich auch als (Vielweg-)Béume darstellen. Der Term plus(times(O, x), succ(y))
entspricht dann dem folgenden Baum.

plus

N

times succ

N

Y

Nun legen wir fest, wie Gleichungen in unserer Sprache gebildet werden.

Definition 2.1.5 (Gleichungen) Fliir t1,ty € T(X,V) heifit ein Ausdruck
t1 =19

(Term-)gleichung (iber ¥ und V). Das Symbol ‘=" wird also als syntaktisches Gleich-
heitszeichen benutzt. (Die Aussage ‘t1 = to” muss also nicht “wahr” sein!) Eine Menge £
von Gleichungen wird Termgleichungssystem (iber ¥ und V) genannt. Eine Gleichung ist
also nichts anderes als ein Paar von Termen (wobei man meist s = t anstelle von (s,t)
schreibt) und ein Gleichungssystem ist eine beliebige Teilmenge von T(X,V) x T (X, V).

Die Sprache der Termgleichungen ist eine formale Sprache, in der mathematische Sach-
verhalte, aber auch Fakten des taglichen Lebens formuliert werden konnen. Daher werden
mit Gleichungssystemen (mathematische) Theorien aziomatisiert. Im Folgenden werden wir
immer nur endliche Gleichungssysteme & betrachten; die meisten Resultate lassen sich aber
auch auf unendliche Gleichungssysteme iibertragen.



Beispiel 2.1.6 Sei > wieder die Signatur aus Bsp. 2.1.2. Die Gleichungen

plus(O,y) = y
plus(succ(z),y) = succ(plus(z,y))

axiomatisieren die Additionsfunktion auf natiirlichen Zahlen, wenn succ als die Nachfolger-
funktion aufgefasst wird. Man erkennt bereits den Zusammenhang zur funktionalen Pro-
grammierung, denn diese beiden Gleichungen sind im Prinzip ein funktionales Programm.
In der Sprache HASKELL kénnte man dieses Programm bereits direkt ausfiihren. Welche
Aussagen aus diesen Axiomen folgen und inwieweit solche Programme ausfithrbar sind,
wird im Folgenden noch deutlich werden.

Beispiel 2.1.7 Sei ¥y = {e}, ¥; = {i}, ¥y = {f} und V = {x,y, 2,...}. Wir betrachten
die folgenden Termgleichungen:

f(z,f(y,2)) = f(f(z,v),2) (2.1)
f(r,e) = = (2.2)
f(z,i(z)) = e (2.3)
f(z,y) = f(y,z) (2.4)

Dann axiomatisiert {(2.1)} alle Halbgruppen (d.h., alle Mengen mit einer assoziativen
bindren Operation), {(2.1), (2.2), (2.3)} axiomatisiert alle Gruppen und {(2.1) —(2.4)} axio-
matisiert alle abelschen Gruppen.

2.2 Semantik von Gleichungssystemen

Eine Axiomatisierung “definiert” in gewisser Weise ein Programm oder eine mathematische
Struktur (z.B. eine Gruppe). Man interessiert sich nun fiir Aussagen iiber dieses Programm
bzw. Aussagen, die in dieser Struktur gelten. Aussagen werden ebenfalls durch Termglei-
chungen dargestellt. Beispielsweise kann man fragen, ob die Aussage

plus(succ(succ(0)),x) = plus(succ(O),succ(x))

fiir das Additionsprogramm aus Bsp. 2.1.6 gilt. Ebenso kann man in Bsp. 2.1.7 fragen, ob
die Aussage
i(i(n)) =n

in jeder Gruppe gilt (d.h., ob die inverse Funktion immer selbstinvers ist).

Vor Beantwortung solcher Fragen miissen wir festlegen, was es bedeutet, dass eine Aus-
sage aus bestimmten Axiomen folgt. Bislang haben wir nur erldutert, wie Gleichungen
gebildet werden. Wir haben jedoch noch nicht definiert, was solche Gleichungen eigentlich
aussagen. Dazu muss man den Gleichungen eine Semantik, d.h. eine Bedeutung, zuordnen.

Wir werden zunéchst die Semantik von Termen definieren. Hierzu verwendet man so-
genannte Interpretationen, die eine Menge von Objekten A festlegen und jedem (syntakti-
schen) Funktionssymbol f eine Funktion af und jeder Variablen z € V ein Objekt aus A
zuordnen.



Definition 2.2.1 (Interpretation, Algebra) Fir eine Signatur ¥ ist eine L-Interpre-
tation ein Tripel I = (A, «, 3). Die Menge A ist der Trager der Interpretation, wobei stets
A # T gilt.

Weiter ist & = (o) fex mit ap : Ax ... x A — A fir f € £,. Die Funktion oy heifst

n—mal
die Deutung des Funktionssymbols f unter der Interpretation I.

Die Abbildung B : V — A heifit Variablenbelegung fiir die Interpretation I. Fine Va-
riablenbelegung ordnet jeder Variablen x € V ein Element B(z) € A zu.
Zu jeder Interpretation I erhdlt man eine Funktion I : T (3,V) — A wie folgt:

I(z) = p(x) fir allex €V
I(f(ty,. .. tn) = ap(I(tr),...,1(ty)) fir alle f € ¥ und ty, ..., t, € T(S,V)

Man nennt I(t) die Interpretation des Terms t unter der Interpretation I.

Fine X-Interpretation ohne Variablenbelegung (A, o) wird als ¥-Algebra bezeichnet. Fi-
ne Algebra besitzt also eine Tragermenge und den Funktionssymbolen aus Y werden Funk-
tionen auf dieser Trdagermenge zugeordnet.

Beispiel 2.2.2 Wir betrachten wieder die Signatur > aus Bsp. 2.1.2. Eine Interpretation
fiir diese Signatur ist beispielsweise I = (A, «, ) mit

A = N={0,1,2,...},

ap = 0,
Qsuec(n) = n+1,
Qpiys(1, M) n—+m,
Qtimes (1, M) n-m,
Bxz) = 5,
Bly) = 3,

Dann ist (plus(succ(x),y)) = qpus(asucc(B(2)), B(y)) = 9.

Eine weitere Interpretation ist I’ = (A, «, §') mit f'(z) = 2 und f’'(y) = 1. Daher folgt
I'(plus(succ(x),y)) = 4.

SchlieBlich betrachten wir auch noch eine dritte Interpretation I” = (A", ", 3) mit
A" =Q, ap =0, afy(7) = 7+ 1, Qipes(7,y) = x -y und gy (z,y) = 2, falls y # 0 und
anis(7,0) = 0. (Die Deutungen von Funktionssymbolen miissen immer totale Funktionen
sein.) Es gilt I”(plus(succ(z),y)) = & = 2.

Nun kénnen wir die Semantik von Gleichungen definieren, d.h., wir legen fest, welche
Gleichungen t; = t, wahr sind unter einer Interpretation I bzw. unter einer Algebra A.
Man sagt dann, I bzw. A erfillt die Gleichung ¢; = t5 (oder “I bzw. A ist ein Modell von

t1 = tg”).



Definition 2.2.3 (Erfiillen einer Gleichung, Modell) Fine Interpretation I = (A, a,
B) erfiillt eine Gleichung t; = to, geschrieben “I |=t; =t3”, gdw. I(t1) = I(ts).

FEine Algebra A = (A, «) erfillt t1 = ty (A | t1 = t3) gdw. I |E t; = ty fiir alle
Interpretationen der Form I = (A, «, 8). Fir alle Variablenbeleqgungen 3 miissen also die
Deutungen von t, und ty identisch sein. Man sagt dann auch, eine Algebra ist ein Modell
einer Gleichung. Analog ist eine Algebra A ein Modell einer Gleichungsmenge € (A = &)
gdw. A =ty =ty fiir alle Gleichungen t; =ty in E.

Aus einer Gleichungsmenge & folgt die Gleichung t1 = to (abgekiirzt € =t = t37)
gdw. fiir alle Algebren A mit A |= & gilt A |=t; = ty. (Das Zeichen “=7 steht also sowohl
fur Erfillbarkeit durch eine Algebra bzw. Interpretation als auch fiir Folgerbarkeit aus einer
Gleichungsmenge. Was jeweils gemeint ist, erkennt man daran, ob links des Zeichens “="
eine Algebra bzw. Interpretation oder eine Gleichungsmenge steht.) Anstelle von “@ |
t1 = to” schreibt man meist ‘= t; = to”. In diesem Fall heifst die Gleichung t; = ty
allgemeingiiltig (d.h., alle Algebren sind Modell dieser Gleichung).

Wir definieren die Relation =¢ auf T (3,V) x T(X,V) als s =¢ t gdw. £ = s =t. Die
Relation =¢ beschreibt also alle Gleichheiten, die aus der Menge £ folgen.

Beispiel 2.2.4 Wir betrachten wieder die Interpretationen aus Bsp. 2.2.2. Sei A = (A, «)
(d.h., die Algebra, die der Interpretation I entspricht). Dann gilt:

I = plus(z,y) = succ(succ(. . . (succ(0)) . . .))

-~

8-mal “succ”

A = plus(z,y) = succ(succ(. .. (sucS(O)) )

R

8-mal “succ”
A E plus(z,y) = plus(y, x)
I" V= plus(x,y) = plus(y, z)
{plus(z,y) = plus(y,z)} E plus(O,succ(O)) = plus(succ(O), O)

Wenn € = {plus(z,y) = plus(y, )}, dann gilt also plus(O, succ(O)) =¢ plus(succ(O), O).

Beispiel 2.2.5 Sei X definiert wie in Bsp. 2.1.7. Sei A = (Z, «) eine ¥-Algebra mit
a. = 0

) = -n

)

Oéi(
n = n+m

n
ag(n,m
Dann gilt A = {(2.1) — (2.4)} und A i(i(n)) = n.
Sei B = (B, ') eine ¥-Algebra mit
B = Menge der linearen Listen iiber beliebigem Alphabet

mit mindestens 2 Zeichen

a [] (leere Liste)
al(lar, ..., a,]) = [an,...,a1] (Invertieren von Listen)
as([ar, .. an), [bi, ... bm]) = lai,...,an,b1,...,b,] (Listenkonkatenation)

Dann gilt B = {(2.1),(2.2)} und B [=i(i(n)) = n, aber B = (2.3) und B = (2.4).



Die Frage, ob s =¢ t fiir zwei Terme s und t bei einem Gleichungssystem & gilt, be-
zeichnet man als Wortproblem. Das Wortproblem untersucht also, ob eine Aussage s =t
nicht nur in einer bestimmten Algebra gilt, sondern in allen Algebren, die durch gewisse
gemeinsame Eigenschaften ausgezeichnet sind. Beispielsweise bedeutet

i(i(n)) =(21-@3y n,

dass in allen Gruppen die inverse Funktion selbstinvers ist. Im néchsten Kapitel lernen wir
Methoden kennen, um solche Fragestellungen automatisch zu untersuchen.



Kapitel 3

Termersetzung und Deduktion von
Gleichungen

In diesem Kapitel untersuchen wir drei Verfahren, um das Wortproblem s =¢ t systema-
tisch und ggf. automatisch zu losen. Diese Verfahren untersuchen also, ob eine Gleichung
tatséchlich aus einer Menge von Axiomen folgt. Abschnitt 3.1 stellt eine erste Methode
vor, wie dieses Problem automatisch behandelt werden kann. Dieses erste (naive) Verfah-
ren ist zwar fiir den praktischen Einsatz noch nicht geeignet, es stellt aber die Grundlage
fiir die verbesserten Verfahren der néchsten Abschnitte dar. In Abschnitt 3.2 wird ein leis-
tungsfihiges und in der Praxis verwendetes Verfahren (der sogenannte Kongruenzabschluss)
préasentiert, das das Wortproblem fiir solche Gleichungssysteme £ 16sen kann, die keine Va-
riablen enthalten. Dies ist ein durchaus relevantes Problem; allerdings muss man in vielen
Anwendungen auch Gleichungen zwischen Termen mit Variablen betrachten. Aus diesem
Grund wird in Abschnitt 3.3 das Konzept der Termersetzungssysteme betrachtet, mit dem
man das Wortproblem fiir beliebige Gleichungssysteme untersuchen kann.

3.1 Deduktion von Gleichungen

Generell wird eine mathematische Struktur oder Theorie durch Angabe eines Gleichungs-
systems & axiomatisiert, d.h. “definiert”, und man ist an Aussagen s = t, die in solch einer
Struktur gelten, interessiert. Mit anderen Worten, man méchte untersuchen, ob € = s =t
gilt. Hierzu miissen (mit unserem bisherigen Kenntnisstand) alle Algebren A und alle Va-
riablenbelegungen (d.h., alle Interpretationen) betrachtet werden. Die Definition der seman-
tischen Folgerungsbeziehung “E” liefert also keinen Anhaltspunkt, um systematisch (bzw.
automatisch) zu tiberpriifen, ob s =¢ ¢ gilt.

Als Abhilfe wird daher der semantischen Folgerungsbeziehung nun ein Kalkil, d.h. ein
Ableitungssystem, gegeniibergestellt, mit dem das Wortproblem s =¢ ¢ systematisch (und
automatisch) iiberpriift werden kann. Zur Definition des Kalkiils sind weitere technische
Begriffe erforderlich: Mit Substitutionen und Teiltermersetzungen werden Operationen auf
Termen definiert, mit denen dann ein Ableitungsbegriff formuliert werden kann.

Wir fiihren zunéchst den Begriff der Substitution ein. Substitutionen erlauben die Er-
setzung (oder “Instantiierung”) von Variablen durch Terme.
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Definition 3.1.1 (Substitution und Matching) Eine Abbildung o : V — T(3,V)
heifft Substitution gdw. o(x) # x nur fir endlich viele x € V gilt. SUB(3,V) bezeich-
net die Menge aller Substitutionen iber ¥ und V und id € SUB(X,V) ist die identische
Substitution (d.h., id(x) = z fir alle Variablen x € V).

DOM (o) = {x € V|o(z) # x} heifit der Domain von o. Da DOM (o) endlich ist, ist
die Substitution o als die endliche Menge von Paaren {z/o(x)|x € DOM (o)} darstellbar.
Die Substitution o ist eine Grundsubstitution gdw. o(x) € T(X) fir alle x € DOM (o).

Substitutionen werden homomorph zu Abbildungen o : T(X,V) — T(X,V) erweitert,
d.h. o(f(ty,...,tn)) = f(a(t1),...,0(tn)).

Fiir zweir Terme s,t sagen wir, dass der Term s den Term t matcht, falls es eine Sub-
stitution o gibt mit o(s) = t. Die Substitution o heifft dann ein Matcher von s und t.

Firaz*=2...2, € V' mit o; # x; fiir it # jund t* =+¢;...¢, € T(X, V)" schreiben wir
oft {z*/t*} als Kurzschreibweise fiir die Substitution {z;/t1,...,z,/t,}. Weiterhin schreibt
man Substitutionen auch oft hinter den Term, auf den sie angewendet werden, d.h., to
steht fiir o(t).

Beispiel 3.1.2 Wir betrachten wieder die Signatur von Bsp. 2.1.2. Ein Beispiel fiir eine
Substitution ist ¢ = {z/plus(z,y),y/O, z/succ(z)}. Man erhilt dann

o(plus(z,y)) = plus(z,y)o = plus(plus(z,y), O).

Der Term plus(z,y) matcht daher den Term plus(plus(z,y), ©) und die Substitution o ist
ein Matcher.

Ist eine Gleichung s = t in einer Algebra A giiltig, so gilt dies auch fiir jede Instanz
so = to der Gleichung. Die Gleichung gilt also unabhéngig davon, welche Elemente des
Tragers den Variablen zugewiesen werden. Die Variablen in s und ¢ sind daher implizit
allquantifiziert. Damit bleibt die Giiltigkeit einer Gleichung erhalten, wenn Variablen durch
beliebige Terme ersetzt werden. Ebenso verhélt es sich mit der Relation =¢, d.h., =¢ ist
abgeschlossen oder stabil unter Substitutionen.

Definition 3.1.3 (Stabilitédt) FEine Relation — dber Termen (d.h., =C T(X,V) x T (%,
V) heif$t stabil oder abgeschlossen unter Substitutionen, wenn fiir alle Terme ty, ty und alle
Substitutionen o aus t; — to folgt, dass auch tioc — tyo gilt.

Das folgende Lemma beschreibt die oben genannten Zusammenhénge zwischen dem syn-
taktischen Begriff “Substitution” und dem semantischen Begriff “Variablenbelegung”. Zum
Beweis verwenden wir eine strukturelle Induktion iiber Terme. Dies ist moglich aufgrund der
induktiven Definition von Termen (Def. 2.1.3). Wenn man eine Aussage ¢(t) fiir alle Terme
t € T(X,V) zeigen will, so kann man wie folgt vorgehen: Im Induktionsanfang zeigt man,
dass die Aussage fiir alle Variablen gilt (d.h. ¢(z) muss fiir alle z € V bewiesen werden)
und dass die Aussage auch fiir alle Konstanten gilt (d.h. ¢(c) muss fiir alle ¢ € X gel-
ten). Im Induktionsschluss muss man beweisen, dass die Aussage fiir alle Terme der Gestalt
f(t1,...,t,) (fiir alle Funktionssymbole f € X, mit n > 0 und alle ¢y,...,t, € T(%,V))



gilt. Als Induktionshypothese darf man nun jeweils voraussetzen, dass die Aussage fiir die
direkten Teilterme tq, ..., t, schon gilt. Mit anderen Worten, man muss

et AN NAN@(ty,) — o(f(tr, ... ts))

zeigen. Hat man sowohl den Induktionsanfang als auch den Induktionsschluss bewiesen, so
folgt in der Tat ¢(¢) fiir alle Terme ¢.! Intuitiv ist dieses Beweisprinzip korrekt, weil es
direkt der Definition der Terme (Def. 2.1.3) folgt, d.h., weil T(X,V) die kleinste Menge ist
mit

(1) VCT(X,V) und
(2) f(t) € T(, V), falls f € ¥ und * € T(Z, V).

Analog lassen sich auch strukturelle Induktionsbeweise iiber jede andere Datenstruktur
durchfiihren, die auf induktive Weise definiert ist. Es wird sich in Kapitel 4 herausstel-
len, dass dieses Beweisprinzip ein Spezialfall eines noch allgemeineren Beweisprinzips (der
sogenannten noetherschen Induktion) ist. Dort werden wir auch die Korrektheit dieses Be-
weisprinzips formal nachweisen.

Lemma 3.1.4 (=; stabil) Sei I = (A, «a, ) eine X-Interpretation fir eine Signatur X,
seien s,t € T(3,V), sei o eine Substitution und sei I' = (A, o, 8') mit §'(x) = I(xo) fir
alle x € V. Dann gilt:

(a) I(to) = I'(t) (Substitutionslemma)
(b) I l=so=to gdw. I' =Es=t
(c) Fir alle ¥-Algebren A gilt: Falls A |= s =t, dann A |= so = to.

(d) Fiir alle Gleichungssysteme & gilt: Falls s =¢ t, dann auch so =¢ to. Die Relation
=¢ st also abgeschlossen unter Substitutionen.

Beweis.

(a) Der Beweis wird durch strukturelle Induktion iiber den Aufbau des Terms t gefiihrt.
Die Aussage ¢(t), die wir hier also betrachten, ist

“Fiir alle Substitutionen o und alle Interpretationen I, I’ wie oben gilt I(to) = I'(t).”

Im Induktionsanfang ist ¢ entweder eine Variable oder eine Konstante (d.h., ein Funk-
tionssymbol aus X).

Falls t eine Variable x ist, so gilt

I(zo) = f'(x) = I'(x).

1Oftmals teilt man den Induktionsbeweis auch so auf, dass man nur ¢(z) fiir alle Variablen z im
Induktionsanfang zeigt und den Fall der Konstanten im Induktionsschluss mitbehandelt. Dort betrachtet
man dann also alle Terme der Art f(¢y,...,t,), wobei n auch 0 sein darf.




Falls t eine Konstante ¢ € Y, ist, so gilt

I(co)=1(c) = a.=I'(c) = I'(co).

Im Induktionsschluss betrachten wir Terme der Art ¢ = f(ty,...,%,) mit n > 0
und setzen als Induktionshypothese voraus, dass die Aussage bereits fiir die direk-
ten Teilterme t¢4,...,t, von t gilt. Die Induktionshypothesen sind also die Aussagen

©(t1),...,¢(t,). Nun gilt
I(to) = I(f(tio, ..., t,0)) = af(I(t1o), ..., I(t,0)).
Aus der Induktionshypothese folgt I(t;0) = I'(t;). Man erhélt daher
Oéf(I(tla)a SR I(tna))

= ap(I'(tr),.... I'(ty))

= ]/(f(tb s 7tn))

= I'(t).

(b) Es gilt

I Eso=to gdw. I(so) = I(to)
gdw. I'(s) =1'(t)
gdw. I'Es=t

nach Teil (a).

(c) Sei A = (A, ). Zu zeigen ist, dass jede Interpretation I = (A, «, ) (d.h., fiir jede
Variablenbelegung () die Gleichung so = to erfiillt. Zu jeder solchen Interpretation
sei I' = (A, o, ") mit f'(z) = I(xo) firallex € V. Aus A= s=tfolgt I' =s =1,
was nach Teil (b) dquivalent ist zu I | so = to.

(d) Sei s =¢t, d.h., &= s=t Dann gilt A= s =t fiir alle Modelle A von £. Nach Teil
(c) gilt dann auch A = so = to fiir alle Modelle A von £ und demnach € | so = to,
d.h., so =¢ to. O

Nun definieren wir, wie man die Teilterme eines Terms adressieren und gegebenenfalls
ersetzen kann. Hierzu verwenden wir das Konzept der Stellen von Termen..

Definition 3.1.5 (Stelle) Fiir einen Term t ist Occ(t) die Menge aller Stellen (oder “Po-
sitionen”) von t, wobei Occ(t) die kleinste Teilmenge von IN* ist mit

o c € Occ(t) und
o im € Occ(t), falls t = f(t1,...,tn), 1 <i<n undm € Occ(t;).

Fiir einen Term t mit m € Occ(t) bezeichnet t|, den Teilterm von ¢ an der Stelle T,
wober



o t|o =1t und

L4 f(tla cee >tn)’i7r = tl‘ﬂ'

Fiir einen Term t mit m € Occ(t) und einen Term r bezeichnet t[r], den Term, der aus
t durch Ersetzen von t|, durch r entsteht, d.h.

o t[r]. =1 und

o f(t,...,to)[rlin=f(ts, .., ti["]xy- - tn).

Fiir zwei Stellen m,m € Occ(t) sagen wir dass m; unterhalb von my ist (w3 >N+ ma)
gdw. Ty ein echtes Anfangsstiick von m ist, d.h. m, = wom fiir ein ®# € INT. Zwei Stellen
71, Ty sind voneinander unabhéingig (m Lms) gdw. weder m >N+ mo noch mg >N+ m noch
m™ = Ty qilt.

Beispiel 3.1.6 Betrachten wir den Term ¢ = plus(succ(plus(O, succ(Q))), succ(O)). Dann
haben wir
Oce(t) = {e,1,11,111, 112, 1121, 2,21}

und

tle = plus(succ(plus(O,succ(0))), succ(O))
t|y = succ(plus(O,succ(0)))
tly12 = succ(O)
tly = O

Damit ergibt sich
titimes(O, O)]112 = plus(succ(plus(O, times(O, O))), succ(O)).
Wir haben 112 >p+ 11 >+ 1 und 111 1 112.

Ist eine Gleichung s =t in einer Algebra A giiltig, so gilt dies auch fiir jede Einbettung
der Terme s und ¢ in Kontexte, d.h., auch Gleichungen der Form ¢[s|, = ¢[t]» sind dann
giiltig. Ebenso verhilt es sich mit der Relation =g, d.h., =¢ ist nicht nur abgeschlossen unter
Substitutionen, sondern auch abgeschlossen unter Kontexten. Solche Relationen bezeichnet
man auch als monoton.

Definition 3.1.7 (Monotonie) FEine Relation — dber Termen heifft monoton, wenn fir
alle Terme ty,t2,q und alle m € Oce(q) aus t, — to folgt, dass auch q[ti]. — qlta] gilt.

Ahnlich zur strukturellen Induktion iiber Terme kann man strukturelle Induktion auch
iiber Stellen fiihren, denn die Datenstruktur der Stellen IN* ist ebenfalls induktiv definiert.
Wenn man eine Aussage o(7) fiir alle Stellen zeigen will, so kann man wie folgt vorgehen:
Im Induktionsanfang zeigt man, dass die Aussage fiir die oberste Stelle € gilt. Im Indukti-
onsschluss muss man beweisen, dass die Aussage fiir alle Positionen der Gestalt i’ gilt. Als
Induktionshypothese darf man nun jeweils voraussetzen, dass die Aussage fiir die “kiirzere”
Stelle 7" gilt. Dieses Beweisprinzip ist korrekt, weil es direkt der Definition der Stellen IN*
folgt, d.h., IN* ist die kleinste Menge mit



(1)
(2)

e € IN* und

im’ € IN*, falls i € IN und 7’ € IN*.

Alternativ kann man im Induktionsschluss auch die Aussage fiir alle Positionen der Gestalt
7’1 zeigen und sie jeweils fiir 7 als Induktionshypothese voraussetzen.

Lemma 3.1.8 (=¢ monoton) Seien s,t,q € T(X,V) und © € Occ(q). Dann gilt:

(a) Fiir alle 3-Algebren A gilt: Falls A l= s =t, dann A = q[s], = q[t]~.

(b)

Fiir alle Gleichungssysteme & gilt: Falls s =¢ t, dann auch q[s], =¢ q[t]». Die Relation
=¢ ist also abgeschlossen unter Kontexten.

Beweis.

(a)

Der Beweis wird durch strukturelle Induktion iiber den Aufbau der Position 7 gefiihrt.
Die Aussage p(7), die wir hier also betrachten, ist

“Fiir alle A, s,t,q mit 7 € Occ(q) gilt: Falls A |= s =t, dann A |= q[s]. = q[t].”

Im Induktionsanfang ist m = e. Hier ist ¢[s|. = s, ¢[t]c = ¢ und somit gilt die Aussage
trivialerweise.

Im Induktionsschluss betrachten wir Stellen der Art 7 = 7’ und setzen als Induk-
tionshypothese voraus, dass die Aussage bereits fiir 7’ gilt. Da 7 € Occ(q) gelten
muss, hat ¢ die Gestalt f(q1,...,¢,...,¢,) und 7" € Oce(g;). Damit gilt g[s], =
flay s qi[slary -y qn) und q[t]r = f(qr, -5 Gty - oy Gn)-

Sei A = (A,a) mit A = s = t. Zu zeigen ist, dass fiir alle Interpretationen I =
(A, a, ) mit beliebiger Variablenbelegung g jeweils I = f(q1,. .., Gi[Slas - qn) =
flqi, - . aqiltlw, ... q,) gilt. Dies ist gleichbedeutend mit ayf(I(q1), ..., 1(q[s]~)s
o 1(qn) = af(I(qr), .-, L(qlt]=),- -, I(g,)). Hierzu geniigt es, zu zeigen, dass
I(qi[s]«) = I(gi[t]) ist. Aus A = s = t folgt aber nach der Induktionshypothese
bereits A = ¢;[s] = ¢;[t]» und somit auch I(g;[s]) = I(q[t]).

Die Induktionshypothese ¢(7’) lautet namlich wie folgt:
“Fiir alle A, s,t,q mit 7" € Occ(q) gilt: Falls A = s =t, dann A = ¢[s] = ¢[t].”

Da dies fiir alle A, s,t,q gilt (diese A, s,t, ¢ miissen also nicht mit den oben gewéhlten
tibereinstimmen), kann man o (7’) umformulieren zu

“Fiir alle A, s,t,¢ mit 7’ € Oce(q') gilt: Falls A = s = ¢, dann A = ¢'[s] = ¢[t] .
Wéhlt man als ¢’ den Term g¢;, so folgt wie erwiinscht A = ¢;[s|» = ¢;[t] -

Sei s =¢ t, d.h., £ E s = t. Dann gilt A = s =t fiir alle Modelle A von £€. Nach
Teil (a) gilt dann auch A | q[s], = q[t], fiir alle Modelle A von £ und demnach

€ qlslr = qlt]x, d.h, g[s]x = qlt]x O



Um weitere Eigenschaften von Relationen wie =¢ beschreiben zu kénnen, benotigen wir
die folgenden bekannten Begriffe iiber Relationen.

Definition 3.1.9 (Aquivalenzrelation, Kongruenzrelation) Sei M eine Menge und
— eine Relation mit — C M x M (d.h., — ist eine Relation “iiber” oder “auf” M ). Man
sagt auch, (M, —) ist ein (abstraktes) Reduktionssystem (ARS). Die Relation — heifst

o reflexiv, fallst — t fiir allet € M qilt
e symmetrisch, falls aus t; — to jeweils to — t1 fiir alle t1,to € M folgt
e transitiv, falls aus t; — to und ty — t3 jeweils t; — t3 fiir alle t1,ts,t3 € M folgt

e Aquivalenzrelation, falls — reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Die Relation —= (die reflexive Hiille von —) ist die kleinste reflexive Relation, die —
enthdlt, d.h., die kleinste Relation, so dass fir alle t1,to € M gilt

e wenn t; — ty, dann ty -~ ty  und
e i1 -7 1

Die Relation —% (die transitive Hiille von — ) ist die kleinste transitive Relation, die —
enthdlt, d.h., die kleinste Relation, so dass fir alle t1,t5,t3 € M gilt

o wenn ty — ty, dann t; =Tty und
e wenn t; — ty = t3, dann t; =7 t3

Die Relation —* (die transitiv-reflexive Hiille von — ) ist die kleinste transitive und reflezive
Relation, die — enthdlt, d.h., die kleinste Relation, so dass fir alle ty,ts,t3 € M qilt

e wenn ty —T ty, dann t; =* to  und
o 11 =" 1.

Die Relation <+ ist die symmetrische Hiille von —, d.h., es gilt t, <> t5 gdw. t; — t5 oder
to — t1. Die Relation <»* (die transitiv-reflexiv-symmetrische Hiille von — ) ist demnach
die kleinste Aquivalenzrelation, die — enthilt.

Eine Aquivalenzrelation — iiber Termen T (2, V) heifit Kongruenzrelation, wenn fiir alle
feXund s1,...,80,t1,...,t, € T(X,V) mit s — t1,...,8, = t, auch f(s1,...,8,) —
f(t, ... tn) gilt.

Generell bedeutet s —7 ¢ also, dass es sg, ..., s, mit n > 0 gibt, so dass
§=8 —>8 —>...—~> S, =t

gilt. Die Bedeutung von s —* ¢ ist analog, nur ist hier n = 0 mdoglich. Wir schreiben auch
—" fiir eine n-fache “Hintereinanderanwendung” der Relation —, d.h., s =" t gdw. es
S1y.++,8p_1 gibt mit s = 8y = s9 — ... = 5,1 — .

Neben der Abgeschlossenheit unter Substitutionen und Kontexten kann man nun leicht
die folgende Aussage iiber =¢ zeigen.



Lemma 3.1.10 (=¢ ist Aquivalenz- und Kongruenzrelation)  Fir alle Gleichungs-
systeme & ist =¢ eine Aquivalenz- und Kongruenzrelation.

Beweis. Fiir alle Terme tq, 5, t3 und alle Algebren A gilt:
e At =t
e Falls A =t =ty, dann A |ty = 8.
e Falls Aty =ty und A |ty =t3, dann A =t = 3.

Der Grund ist, dass A = s = ¢ jeweils Gleichheit von I(s) und I(t) unter entsprechenden
Interpretationen I bedeutet und die Gleichheit ist eine Aquivalenzrelation.

Da die obigen Aussagen dann insbesondere auch fiir jedes Modell A von & gelten, ist
= eine Aquivalenzrelation.

Da =¢ monoton ist (Lemma 3.1.8), folgt aus s; =¢ t1,..., S, =¢ tu:

f(Sl, S92y .., Sn) =< f(tl, S92y .., Sn) =£ ... =¢ f(tb P ,tnfl, Sn) =< f(tla Ceey tn)
Aus der Transitivitdt von =¢ ergibt sich nun auch, dass =¢ eine Kongruenzrelation ist. O

Unser Ziel ist nun, s =¢ t ohne Riickgriff auf die Semantik untersuchen zu kénnen. Hierzu
definieren wir eine rein syntaktische Ersetzungs- und Beweisrelation. Diese ermoglicht es,
Aussagen wie s =¢ t auch automatisch zu beweisen. Die Grundlage fiir diesen (und die
spateren) Deduktionsmechanismen ist das Prinzip, Gleiches durch Gleiches zu ersetzen.

Definition 3.1.11 (Ersetzungsrelation, Beweisrelation, Herleitung) Fir ein Glei-
chungssystem &£ ist die Ersetzungsrelation —¢ C T (X,V) x T(%,V) definiert durch

s —et gdw. S|z =ti0 und t = s[tyo],

fiir eine Stelle m € Occ(s), eine Gleichung t1 =ty € € und ein o € SUB(X, V).

Die Relation <»:C T(X,V) x T(X,V) heifit die Beweisrelation von € und bezeichnet
die transitiv-reflexiv-symmetrische Hiille von —¢. Wir sagen, die Gleichung s =t ist aus
€ herleitbar (geschrieben €&+ s=1"), falls s <% t.

Eine Herleitung besteht immer aus (null oder mehreren) <»¢-Schritten. Die Aussage
s <>% t bedeutet also, dass es so, ..., s, (mit n > 0) gibt, so dass s = sp <>¢ S1 ¢rg ... <>¢
s, = t gilt. Hierbei besagt s; <>¢ s;11, dass es einen Teilterm s;|, gibt, so dass eine Seite
t; einer Gleichung t; = ty oder t, = t; aus £ diesen Teilterm matcht. Es gibt also einen
Matcher o, so dass t;0 = s;|, ist. Der Term s;,; entsteht dann aus s;, indem dieser Teilterm
durch die entsprechend instantiierte andere Seite to0 der Gleichung ersetzt wird.

Beispiel 3.1.12 Es gilt plus(succ(succ(O)), z) <+% plus(succ(O),succ(x)). Man erhélt fiir
die Gleichung plus(succ(succ(0)), z) = plus(succ(O),succ(x)) folgende Herleitung aus den
Axiomen von Bsp. 2.1.6. Die Stellen, an denen Teilterme ersetzt werden, sind durch Unter-
streichung markiert. Gleichungen werden “von links nach rechts” angewendet und werden



deshalb je nach Bedarf als t; = t5 oder to = t; geschrieben. Wir kiirzen dabei succ(succ(z))
durch succ?(x) ab, etc.

plus(succ*(O), r) plus(succ(x), y) = succ(plus(z, y)) o = {x/succ(O),y/x}
succ(plus(succ(O), x)) plus(succ(z),y) = succ(plus(z, y)) o={z/0,y/x}
succ?(plus(O, z)) plus(O,y) =y o={y/x}
succ(succ()) y = plus(O, y) o = {y/succ(x)}
succ(plus(O, succ(z))) succ(plus(z, y)) = plus(succ(x),y) o={z/0,y/succ(z)}
plus(succ(O), succ(z))

Man erkennt hierbei auch, dass die Namen der Variablen in den Gleichungen £ sowohl
fiir die Relation =¢ wie fiir die Beweisrelation <+; unerheblich sind. Der Grund ist, dass
die Variablen implizit als allquantifiziert betrachtet werden. Die Gleichung plus(O,y) =y
konnte also auch durch plus(QO, z) = z ersetzt werden.

Die Relation «+% ist auf rein syntaktische Weise definiert und somit bedeutet “£ - s =
t”, dass die Gleichung s = t mit syntaktischen Mitteln aus £ hergeleitet wird. Hingegen
bedeutet “€ = s =17 bzw. “s =¢ t”, dass die Gleichung s = t in allen Modellen von & gilt.
Dies ist daher eine semantische Aussage, die sich so nicht direkt iiberpriifen lédsst. Unser Ziel
ist daher, das Wortproblem mit Hilfe der Beweisrelation <+ anstelle von =¢ zu iiberpriifen.
Hierzu muss man natiirlich untersuchen, inwieweit s <+% ¢ und s =¢ ¢ zusammenhéngen.

Wir wissen bereits, dass =¢ eine Kongruenzrelation ist, die sowohl unter Substitutionen
wie auch unter Kontexten abgeschlossen ist. Dies triftt offensichtlich auch auf <% zu.

Lemma 3.1.13 (+} stabile und monotone Kongruenzrelation)  Sei £ ein Glei-
chungssystem, seien s,t,q € T(X,V), 1 € Occ(q) und o eine Substitution. Dann ist <%
eine Aquivalenz- und Kongruenzrelation und es gilt:

(a) Falls s —¢ t, dann auch so —¢ to und falls s <% t, dann auch so <% to. Die
Relationen —¢ und <% sind also abgeschlossen unter Substitutionen.

(b) Falls s —¢ t, dann auch q[s|, —¢ q[t]x und falls s <% t, dann auch q[s]x <% q[t],.
Die Relationen —¢ und <+¢ sind also abgeschlossen unter Kontexten.

Beweis. Die Reflexivitdt und Transitivitdt folgen sofort aus der Definition, da <% die
transitiv-reflexive Hiille von <»¢ ist. Die Relation <»¢ ist nach Definition symmetrisch.
Dann ist auch «+§ symmetrisch, denn aus s <»% ¢ folgt, dass es so, ..., s, (mit n > 0) gibt,
so dass s = sp ¢ §1 g ... &g S, = t. Aufgrund der Symmetrie von ¢ folgt dann
t =5, e ... <r¢ 51 =35, dh., t <% s (Formal ist hier eine Induktion tiber die Linge der
Herleitung notig.) Somit ist «<»% eine Aquivalenzrelation.

(a) Wir zeigen zunéchst, dass —¢ unter Substitutionen abgeschlossen ist. Aus s —¢ t
folgt, dass es ein 7 € Occ(s) und eine Substitution 6 gibt mit s|, = ¢, und ¢t =
s[tof], fir eine Gleichung ¢, = ¢ aus €. Damit gilt so|, = s|,0 = t;00 und to =
s[taf],0 = soltefo],. Wenn ¢’ die Substitution fo ist (d.h., die Komposition der
beiden Substitutionen, bei der erst § und dann o angewendet wird), dann folgt also



sol, = ty0’ und to = soteo’];. Somit erhélt man so —¢ to. Damit folgt auch, dass
+r¢ unter Substitutionen abgeschlossen ist.

Nun beweisen wir, dass <+ unter Substitutionen abgeschlossen ist. Aus s <+% ¢ folgt

wieder, dass es So, ..., s, (mit n > 0) gibt, so dass s = sp <3¢ $1 g ... $>¢ S, = L.
Durch Induktion iiber n (d.h., durch Induktion {iber die Linge der Herleitung) zei-
gen wir nun, dass dann auch so = sg0 <>¢ 510 ¢ ... e S,0 = to gilt. Der

Induktionsanfang (n = 0) ist trivial. Im Induktionsschluss ist n > 0 und aus der
Induktionshypothese folgt so = sgo <3¢ $10 <3¢ ... <3¢ S,_10. Da <>¢ unter Substi-
tutionen abgeschlossen ist, folgt aus s,_1 <+¢ s, =t auch s,_10 <>¢ s,0 = to. Somit
erhdlt man in der Tat so < to.

(b) Wir zeigen zuerst, dass —¢ unter Kontexten abgeschlossen ist. Aus s —¢ t folgt, dass
es ein 7 € Occ(s) und eine Substitution 0 gibt mit s|, = t10 und t = s[t20], fur eine
Gleichung t; = ty aus €. Damit gilt ¢[s];|.r = t10 und q[t], = q[s]:[t20]r. Wenn 7’
die Stelle 77 ist, dann folgt also q[s|,|~ = t10 und q[t]. = q[s];[t20]. Somit erhélt
man ¢[s|. —¢ q[t]r. Damit folgt auch, dass <»¢ unter Kontexten abgeschlossen ist.

Der Beweis, dass auch «+: unter Kontexten abgeschlossen ist, ist nun vollkommen
analog zum Beweis von (a) (durch Induktion iiber die Lénge der Herleitung von
s <5 t).

Dass «»§ eine Kongruenzrelation auf 7(X,V) ist, folgt analog zum Beweis von Lemma
3.1.10 aus der Monotonie und der Transitivitéat. O

Nun koénnen wir das grundlegende Resultat zeigen, dass die syntaktisch definierte Re-
lation <3 mit der semantisch definierten Relation =¢ identisch ist. Mit anderen Worten,
man kann eine Gleichung s =t genau dann aus £ herleiten (€ - s = t), wenn sie auch aus
€ folgt (£ = s =t). Man kann daher «<»% auch als operationale Semantik der £-Gleichheit
betrachten. Ein Verfahren, dass s <»% ¢ tiberpriift, ist also korrekt und vollstidndig (d.h., es
beweist genau die wahren Gleichungen). Dieser wichtige Satz, der die Grundlage fiir viele
der weiteren Entwicklungen darstellt, wurde von Birkhoff 1935 gezeigt.

Satz 3.1.14 (Satz von Birkhoff [Bir35]) Sei £ ein Gleichungssystem. Dann sind die
Relationen =g und <% identisch, d.h., es gilt £ = s =1t gdw. £+ s =t fir alle Terme s
und t.

Beweis.

Korrektheit:
Wir zeigen zunéchst, dass aus s <»¢ t folgt, dass auch s =¢ ¢t gilt. Es existiert also
eine Gleichung t; = ¢y oder ty = t; in &, so dass s|, = tjo und t = s[ty0], fiir eine
Substitution o und eine Stelle 7 € Occ(s). Aus der Symmetrie von =¢ (Lemma 3.1.10)
folgt t; =¢ to. Da =¢ stabil ist (Lemma 3.1.4 (d)), gilt auch t;0 =¢ ty0 und da =¢
dariiber hinaus monoton ist (Lemma 3.1.8 (b)), ergibt sich s = s[t10], =¢ s[teo], = t.

Nun beweisen wir, dass s <> t ebenfalls s =¢ ¢ impliziert. Aus s <% ¢ folgt, dass es
S0y - -5 8y (mit n > 0) gibt, so dass s = sg ¢3¢ §1 g ... <r¢ S, = t. Wir zeigen die
Behauptung durch Induktion tiber n (d.h., iiber die Lange der Herleitung).



Im Induktionsanfang ist n = 0. Hier gilt s = ¢ und s =¢ ¢ folgt aus der Reflexivitét
von =¢ (Lemma 3.1.10).

Im Induktionsschluss ist n > 0 und aus der Induktionshypothese folgt bereits s =¢
Sp—1. Da s,_1 <v¢ s, = t gilt und da <>z (wie oben gezeigt) in =¢ enthalten ist,
folgt s,_1 =¢ s, = t. Aus der Transitivitdt von =¢ (Lemma 3.1.10) ergibt sich daher
S =¢ t.

Vollstdindigkeit:
Nun zeigen wir, dass aus s =¢ ¢ auch s <»; ¢ folgt. Die Aussage s =¢ t bedeutet, dass
A | s = t fiir alle Modelle A von £ gilt. Unser Ziel ist nun, solch ein Modell A = (A, )
von & und eine Variablenbelegung (5 zu definieren, so dass fiir die Interpretation
I = (A, «, () der Zusammenhang I |= s =t genau dann zutrifft, wenn s <% ¢ gilt.

Eine erste Idee ist, als Triager A die Menge der Terme 7T (X,V) zu wéhlen und jeden
Term als “sich selbst” zu interpretieren. Dazu miisste ay = f fiir alle Funktionssym-
bole f € ¥ sein und f(z) = x fiir alle Variablen x. Durch strukturelle Induktion
tiber den Termaufbau zeigt man leicht, dass dann I(¢) = ¢ fiir alle Terme ¢t € T(3,V)
ist. Das Problem hierbei wére aber, dass zwei verschiedene Terme s und ¢, die unter
¢ dquivalent sind, hierbei als verschiedene Objekte des Trégers interpretiert werden
wiirden.

Daher werden wir den Tréager etwas anders wihlen. Hierbei ist es wichtig, dass die
Relation <% eine Aquivalenzrelation ist (Lemma 3.1.13). Zu jeder Aquivalenzrelation
und jedem Objekt bezeichnet die Aquivalenzklasse des Objekts die Menge all jener
Objekte, zu denen dieses Objekt dquivalent ist. In unserem Beispiel ist zu jedem Term
s die Aquivalenzklasse 8]z definiert als [s],: = {t|s <% t}. Da < eine Aquiva-
lenzrelation ist, sind zwei Aquivalenzklassen [s]c»z und [t],,: entweder identisch oder
disjunkt. Die Menge aller Aquivalenzklassen wird als Quotientenmenge bezeichnet. In

unserem Fall zerfillt die Menge der Terme 7 (X, V) also in mehrere Aquivalenzklassen
und die Quotientenmenge ist 7(3,V)/: = { [s]o: | s € T(E, V) }

Unser Ziel ist nun, die Interpretation I so zu wéhlen, dass jeder Term ¢ als seine
Aquivalenzklasse interpretiert wird, d.h., wir wollen erreichen, dass I(t) = [t].,: gilt.
Dann gilt in der Tat I |= s =t gdw. I(s) = I(t) gdw. [s]esz = [tlerr gdw. s <5 ¢

Der Tréger A muss also als die Quotientenmenge 7(%,V)/.,x gewihlt werden, d.h.,
als die Menge aller <+3-Aquivalenzklassen. Fiir alle Terme f(¢1,...,%,) soll gelten,
dass I(f(ty,...,tn)) = ap(I(tr), .., I(ts)) = [f(t1,- ., tn)]esy ist. Wenn schon I(t;) =
[ti]esx ist, dann ergibt sich folgende Definition von ay fiir alle f € ¥ und alle [t;],,: €
T, V)] e

Oéf([tl]ﬁz, ey [tn]HE) = [f(tl, RPN 7tn)]<—>§'

Man beachte, dass ay dann tatséchlich eine wohldefinierte Funktion ist, denn es ist
unerheblich, welchen Term aus der Aquivalenzklasse der [ti]<;x man verwendet, um
die Aquivalenzklasse [f(ty,... ytn)]esx zu bilden. Wenn némlich ¢; % s; fiir alle i
gilt, so gilt auch f(t1,...,t,) <% f(s1,...,S,), denn <% ist eine Kongruenzrelation
(Lemma 3.1.13). Damit auch bei Variablen z jeweils I(z) = [z].; gilt, definieren wir



die folgende Variablenbelegung:

px) = [2]ey-

Fiir I = (T(%,V)/ o5, o, 8) mit o und 8 wie oben zeigt man leicht durch strukturelle
Induktion iiber den Aufbau der Terme, dass I(t) = [t].; fiir alle t € T(%,V) gilt.
Wie oben erldutert, gilt daher I = s =1t gdw. s <% t.

Wir miissen nun noch zeigen, dass die Algebra A = (7(X,V)/ .z, a) mit a wie oben
ein Modell des Gleichungssystems £ ist. Dann folgt aus £ = s =t ndmlich A s =t
und daher auch I |=s=t, d.h., s <}t

Sei u = v € €. Zu zeigen ist, dass A = u = v gilt. Fiir jede Interpretation J =
(T(3,V)/ e, a,7) (dh, fiir jede Variablenbelegung ) muss also gelten J(u) = J(v).
Fir x € Vist also y(z) € T(X,V)/0x = {[slex | s € T(X,V)}. Fiir jede Va-
riable x sei s, ein Term aus der Aquivalenzklasse (), d.h., y(z) = [82) sz Wei-
terhin sei o die Substitution mit zo = s, fiir alle Variablen z, die in & auftre-
ten. Dann gilt fiir alle Terme ¢ in den Gleichungen &, dass J(t) = [to]e:. (Dies
lasst sich sofort durch strukturelle Induktion zeigen: Falls ¢ eine Variable x aus
£ ist, so gilt J(z) = y(z) = [sz]er = [vo]oy. Falls t = f(ty,...,t,) ist (mit
n > 0), so gilt J(f(t1,...,tn)) = ap(J(t1),..., J(tn) = ap([io]er, ..o, [taoloz) =
[f(t1, ... tn)0]e: nach der Induktionshypothese.)

Zu zeigen war, dass fiir jede Gleichung u = v aus & jeweils J(u) = J(v) gilt, d.h.,
[uo]e: = [vo]: bzw. uo <3¢ vo. Dies folgt aus u ¢ v (denn u <3¢ v) und der
Abgeschlossenheit von «+§ unter Substitutionen (Lemma 3.1.13 (a)). O

Damit haben wir also nun ein syntaktisches Hilfsmittel zur Verfiigung, um semantische
Aussagen nachzuweisen, d.h., um das Wortproblem zu l6sen. In Bsp. 3.1.12 haben wir z.B.
die Gleichung plus(succ(succ(Q)), xz) = plus(succ(O),succ(x)) aus den beiden Axiomen fiir
plus (Bsp. 2.1.6) hergeleitet. Nach dem Satz von Birkhoff (dem “Korrektheits”-Teil) bedeu-
tet dies, dass diese Aussage dann auch tatséchlich aus den Axiomen folgt (d.h. insbesondere,
dass diese Aussage fiir das funktionale Programm, das aus diesen beiden Axiomen besteht,
stimmt). Der Satz von Birkhoff sagt aber auch (im “Vollstandigkeits”-Teil), dass man jede
wahre Aussage auf diese Art und Weise beweisen kann. Wenn eine Gleichung aus einem
Gleichungssystem folgt, so gibt es also auch eine Herleitung, mit der man sie beweisen kann.
Mit diesem Verfahren wollen wir nun zeigen, dass in der Tat in allen Gruppen die inverse
Funktion selbstinvers ist.

Beispiel 3.1.15 Sei & = {(2.1),(2.2),(2.3) } das Gleichungssystem der Gruppenaxiome aus
Bsp. 2.1.7. Wir wollen zeigen, dass i(i(n)) =¢ n fiir alle Elemente n gilt. Nach dem Satz von
Birkhoff gentigt es hierfiir, i(i(n)) <> n zu zeigen und falls dieser Satz tatséchlich wahr ist,
muss es auch eine entsprechende solche Herleitung geben. Die Stellen, an denen Teilterme
ersetzt werden, sind wieder durch Unterstreichung markiert. Gleichungen werden “von links
nach rechts” angewendet und werden deshalb wieder je nach Bedarf als t; = t5 oder t5 = t;
geschrieben.



i(i(n)) x =f(z,e) o={z/i(i(n))}

f(i(n),e) e = f(z,i(z)) o= {x/i’(n)}

f(i%(n), f(i*(n), *(n))) fz,f(y,2)) = f(f(z,9),2) o= {/(n),y/i(n),z/i'(n)}
f(f(i*(n), i*(n)),i*(n)) f(z,i(z)) =e o= {z/i*(n)}

fle,i*(n)) x =f(x,e) o= {z/e}

f(f(e,e),i*(n)) f(f(z,y),2) = f(2,f(y,2) o ={z/e,y/e,z/i*(n)}

fle, f(e,i*(n))) e = f(z,i(x)) o= {x/i*(n)}

fle, f(f(i*(n),i*(n),i*(n))  f(f(z,y),2) =f(z,f(y,2)) o= {z/i*(n),y/i(n),z/i*(n)}
fle, f(i*(n), f(i’(n),i*(n)))  fla,f(y,2)) =f(f(z,9),2) o= {z/e,y/i*(n),2z/f(i*(n),i*(n))}
f(f(e,i2(n)),f(i%(n),i*(n))) f(z,i(z)) =e o= {x/i’(n)}

f(f(e,i%(n)),e) f(x,e) =x o= {z/f(e,i?(n))}

f(e,i(n)) e = f(z,i(z)) o={x/n}

f(f(n,i(n)),i*(n)) f(f(z,y),2) =f(z,f(y,2)) o ={z/n,y/i(n),z/i*(n)}
f(n,f(i(n),i%(n))) f(x,i(x)) =e o={z/i(n)}

f(n,e) f(x,e) =x o={z/n}

Aufgrund von Satz 3.1.14 ist man mit der Beweisrelation <+ in der Lage, das Wort-
problem s =¢ t ohne Riickgriff auf semantische Begriffe zu beweisen. Von Vorteil ist dabei
insbesondere, dass der Nachweis von £ = s =t systematisch gefiihrt werden kann. Anders
gesagt, man kann nach einer Herleitung von s = ¢ so suchen, dass man immer erfolgreich
ist, wenn & = s = ¢ tatséchlich gilt. Dies gilt, da <>} semi-entscheidbar (oder rekursiv
aufzihlbar) ist. Es gibt also ein Verfahren, das bei der Eingabe von s und ¢ mit Erfolg
terminiert, wenn s <% ¢ gilt. Wenn s <3¢ ¢ hingegen nicht gilt, so kann es sein, dass das
Verfahren nicht terminiert.

Das Verfahren arbeitet wie folgt bei der Eingabe zweier Terme s und ¢. Falls s = ¢
gilt, so ist das Problem trivialerweise gelost. Anderenfalls erzeugt man einen Suchbaum
folgender Art: Der Wurzelknoten ny wird mit s markiert. Fiir jeden Term u mit s <>¢ u
hat ng einen direkten Nachfolgerknoten n;, der mit v markiert ist. Genauso erhélt man
alle Nachfolgerknoten von n;, etc. Wenn die Variablenbedingung V(t1) = V(t2) fiir alle
Gleichungen t; = t, € £ gilt, so hat jeder Knoten nur endlich viele Nachfolger. (Denn es
gibt in jedem Term nur endlich viele Teilterme und endlich viele Gleichungen, die darauf
passen konnen. Das Verhalten des Matchers auf den Variablen der Gleichung ist eindeutig
festgelegt, wenn V(t1) = V(t2) gilt, siehe unten.)

Wenn ugq, ..., u, die Folge der Knotenmarkierungen eines Pfades von der Wurzel zu ei-
nem Knoten ist, so gilt u; <3¢ us ¢3¢ ... <3¢ up, d.h., uy <% u,. Jeder Pfad des Suchbaums
reprasentiert also eine Herleitung und jede Herleitung wird als Pfad des Suchbaums nach
endlich vielen Schritten erzeugt. Das Verfahren endet mit Erfolg, falls ein Knoten mit Mar-
kierung t gebildet wurde. Fiir £ = s = ¢ terminiert das Verfahren, fir £ (£ s = ¢t dagegen
nicht.

Fiir endliches £ hat jeder Suchbaum endlichen Verzweigungsgrad, denn fiir jeden Term
s gibt es maximal |Occ(s)| x 2 x |E] Terme ¢t mit s <»¢ t. Dies liegt an der geforderten
Variablenbedingung V(t1) = V(t2) fiir alle Gleichungen t; = to € €. Mit s ¢ ¢ gilt
ti0 = S|, und t = s[tyo], fiir eine Gleichung t; = ty oder to = t; aus £ und damit ist o



hinreichend eindeutig festgelegt. Fiir jeden weiteren Matcher 6 mit t10 = s|, gilt ndmlich
o0 = tyo und somit s[taf], = sltao|, = t.

Gibt man jedoch die obige Variablenbedingung auf, so kann der Verzweigungsgrad un-
endlich sein. Im Gruppen-Beispiel erfiillt die Gleichung f(z,i(z)) = e die Variablenbedin-
gung nicht. Daher gibt es unendlich viele Terme ¢ mit e <+¢ ¢, denn es gibt unendlich viele
Matcher o = {x/q} mit ec = e. Fiir jeden Term f(q,i(q)) mit beliebigem Term ¢ gilt daher
e <¢ f(q,i(¢)). Man muss also im allgemeinen bei der Suche einer Herleitung geeignete
Matcher “raten”. Wie man sich leicht anhand von Bsp. 3.1.15 iiberzeugt, ist gerade dies
der schwierige Schritt bei der Suche nach einer Herleitung.

Da <% aber semi-entscheidbar ist, ldsst sich das Suchbaumverfahren zur Behandlung
dieser Situationen so modifizieren, dass Semi-Vollstédndigkeit (und Korrektheit) erhalten
bleiben. Durch den nicht-endlichen Verzweigungsgrad wird es dadurch jedoch fiir eine prak-
tische Anwendung unbrauchbar.

Aber auch fiir Gleichungssysteme, deren Gleichungen der Variablenbedingung geniigen,
ist das naive Suchbaumverfahren in der Praxis ungeeignet. Dies liegt daran, dass mit einem
Verzweigungsgrad > 1 beim Aufbau des Suchbaums die Anzahl der Knoten exponentiell
mit der Tiefe des Baums wéchst.

Hinter dem Verzweigungsgrad des Suchbaums steckt der Indeterminismus der Erset-
zungsrelation. Fiir einen Knoten n; mit Markierung u; miissen zunéchst alle Stellen © €
Occ(u;) betrachtet werden. Fiir jeden Teilterm w;|, von u; muss dann fiir jede Gleichung
t1 =ty oder ty =ty in &, fiir die t; den Teilterm wu;|, matcht, ein Nachfolger von n; gebildet
werden.

Allgemein ist zum Fiihren eines mathematischen Beweises eine gewisse “Intelligenz”,
Wissen und “Intuition” erforderlich. In unserem Kontext heifit das, dass ein Experte ziel-
gerichtet die “richtige” Stelle 7 und die “richtige” Gleichung t; = t, auswéhlt, um die
gewiinschte Herleitung zu bilden. Das naive Suchbaumverfahren “umgeht” dagegen das Pro-
blem, indem alle Konsequenzen gebildet werden. Der Preis, der dafiir gezahlt wird, besteht
in dem hohen (und letztendlich nicht tolerierbaren) Aufwand des Suchbaumverfahrens.

3.2 Der Kongruenzabschluss bei Grundidentitéiten

Wir wollen nun auf dem Resultat des vorigen Abschnitts (dem Satz von Birkhoff, Satz
3.1.14) aufbauen und bessere Techniken entwickeln, um das Wortproblem zu lésen. Das
Wortproblem, (d.h. die Relation =¢) ist im allgemeinen nicht entscheidbar. Es gibt also
fiir beliebige Gleichungssysteme &£ kein automatisches Verfahren, das bei Eingabe von zwei
Termen s und ¢ immer terminiert und herausfindet, ob s =¢ ¢ gilt. Allerdings existiert
eine wichtige Teilklasse von Gleichungssystemen &, bei der das Wortproblem tatséchlich
entscheidbar ist, ndmlich Gleichungen ohne Variablen. In diesem Abschnitt soll dieses Re-
sultat und das automatische Verfahren des Kongruenzabschlusses vorgestellt werden, das
die Giiltigkeit solcher Gleichungen nachweisen kann. Das hier vorgestellte Verfahren beruht
auf [Sho78|; andere Verfahren hierzu findet man u.a. in [DST80, NOS80].

Dieses (und darauf aufbauende) Verfahren haben grofie Anwendungsrelevanz unter an-
derem in folgenden Gebieten:



o Compilerbau

Compiler fithren iiblicherweise mehrere Optimierungen durch, um die Effizienz des
compilierten Codes zu verbessern. Eine der grundlegenden Optimierungstechniken ist
das common subexpression problem [DST80], bei dem versucht wird, mehrfach auf-
tretende Teilausdriicke (d.h., Teilterme) zu erkennen und nur einmal auszuwerten.
Hierbei sind zwei Teilausdriicke nicht nur dann “gleich”, wenn sie syntaktisch iden-
tisch sind, sondern auch dann, wenn dies aus den durch den vorangegangenen Code
gegebenen Gleichungen folgt.

e Programmuverifikation
Ahnliche Fragestellungen treten natiirlich auch bei der Programmverifikation und
beim automatischen Beweisen auf. Aus dem Kongruenzabschluss-Verfahren kann man
ein Entscheidungsverfahren fiir die Allgemeingiiltigkeit universeller prédikatenlogi-
scher Formeln erhalten [NOS80]. Dariiber hinaus lasst sich auf diese Weise auch ein
Entscheidungsverfahren fiir universelle Aussagen iiber rekursiv definierte Datenstruk-
turen (wie Listen, Bdume, natiirliche Zahlen, etc.) gewinnen [Opp80, NOS8O].

e Kombination von Entscheidungsverfahren
Eines der zur Zeit aktuellsten Forschungsbereiche (insbesondere in der automatisierten
Programmverifikation) ist die Frage, wie man Entscheidungsverfahren fiir verschiede-
ne Theorien kombiniert. Hierzu werden Verfahren verwendet, die ebenfalls auf dem
Kongruenzabschluss basieren [NO79, Sho84, Zha92, RS02].

Definition 3.2.1 (Grundidentitit) FEine Termgleichung s =t ist eine Grundidentitét,
falls sie keine Variablen enthdlt, d.h., falls V(s) = V(t) = .

Beispiel 3.2.2 Betrachten wir ein imperatives Programm, bei dem i, j, k, 1, m Variablen
(fiir natiirliche Zahlen) und f und g Variablen fiir Arrays sind. Das Programm habe nun
folgenden Programmtext:

i=73;
k=1;
fli] = glkl;

if (j = £[31) {

m = g[l];
(%)

Die Frage ist nun, ob an der Stelle (x) der Zusammenhang f[m] = g[k] gilt. Dies kann
zum einen fiir die Verifikation des Programms interessant sein und zum anderen fiir den
Compiler, der dann weif3, dass er beim Vorkommen der beiden Teilausdriicke f [m] und g[k]
nur einen davon auswerten muss, da der andere denselben Wert hat.



Anders ausgedriickt bedeutet dies, ob f(m) =¢ g(k) gilt, wobei

E={i=jk=1f(i)=gk),j=f(j),m=g()}

ist. (Um die Gleichungen im allgemeinen bestimmen zu kénnen, muss man genau analysie-
ren, welche Werte durch Seiteneffekte etc. verdndert wurden.) Hierbei sind i, j, k, | und m
nun Konstanten und f und g einstellige Funktionssymbole. (Die Variablen des Programms
entsprechen Konstanten, da die Frage ist, ob £ [m] = g[k] fiir genau diese Werte von m und
k gilt und nicht, ob f[m] = g[k] fiir alle Werte von m und k gilt.) Hierdurch wird deutlich,
dass die Frage des Wortproblems iiber Grundidentitédten durchaus anwendungsrelevant ist.

Nach dem Satz von Birkhoff (Satz 3.1.14) wissen wir, dass die semantische Relation =¢
und die syntaktische Relation <+% identisch sind. Um f(m) =¢ g(k) zu beweisen, kénnen
wir also eine Herleitung mit Hilfe von <+ angeben. Beispielsweise kann man die Aussage
wie folgt beweisen:

f(m)
e f(g(l)) mit m=g(l)
¢ f(g(k)) mit k=1
e f(f(i))  mit f(i) = g(k)
e f(f(j)) miti=]
e f(0)  mitj=1()
oe f(i)  miti=j

e gk mit (i) = g(k)

Der Nachteil ist, dass wir bislang kein systematisches Verfahren haben, um die richtige Her-
leitung automatisch zu finden. Insofern ist die Relation <+ fiir automatische Herleitungen
ungeeignet,.

In diesem Abschnitt wollen wir ein Verfahren vorstellen, dass das Wortproblem iiber
Grundidentitdten automatisch 16st. Unser Ziel ist also, die Menge aller Gleichungen s =t
zu charakterisieren, die aus einer Menge von Grundidentititen £ folgen. Hierbei miissen
wir keine Substitutionen mehr betrachten, da wir nur noch Grundterme untersuchen. Aus
einer Menge von Grundidentitidten &£ folgen dann nur die Gleichungen, die sich aufgrund
der Reflexivitdt, Symmetrie, Transitivitdt und Kongruenz aus £ ergeben. Dies fiihrt zu den
folgenden Mengen, die sich durch direkte einmalige Anwendung dieser GesetzméfBigkeiten
aus & ergeben.

Definition 3.2.3 (Direkte Anwendung von Reflexivitit, Symmetrie, etc.)
Fiir jede Menge £ von Grundidentititen tiber der Signatur X definieren wir

e R={t=t|teT(X)}

SE)={t=s|s=t €&}

T(E)={s=r|es existiert eint € T(X) mits=t €& undt=r €&}

e C(&)={f(s1,..ysn) = flt1,.. ., tn) | fEX, s; =t €& fiirallel <i<n}



Beispiel 3.2.4 Fiir £ aus Bsp. 3.2.2 und ¥ = {i,j, k, I, m, f,g} erhiilt man
e R={i=ij=]fi)=f(),...}
o S(E&)={i=il=kgk) =f(),f() =i &) =m}
o T(&)={i=1()}
o C(&) = {f(i) =1().8(i) =gl).-.. .}

Man erkennt, dass fiir eine Menge von Grundidentitéiten £ die Menge E U RU S(E) U
T(E)UC(E) zwar lauter Gleichheiten enthélt, die aus € folgen, aber sie enthélt noch nicht
alle diese Gleichheiten. Beispielsweise kann es ja notig sein, dass man bei der Anwendung
der Kongruenz auf Gleichheiten Bezug nimmt, die nicht aus £ direkt stammen, sondern aus
RUSE)UT(E)UC(E). Mit anderen Worten, man muss die Anwendung der Symmetrie,
Transitivitidt und Kongruenz wiederholen und zwar (potentiell) unendlich oft. Dies fithrt zu
dem Begriff des Kongruenzabschlusses (engl. congruence closure).

Definition 3.2.5 (Kongruenzabschluss) Fiir jede Menge €& von Grundidentititen tiber
der Signatur 3 definieren wir die Mengen &y, &1, ... wie folgt:

[ ] 50 - (9 U R
¢ &1 =&USEVUT(E)UCE)

Der Kongruenzabschluss CC(E) von & ist definiert als der “Limes” der Folge &y, &1, .. .,
d.h., CC(E) = Uien &i-

Beispiel 3.2.6 Es gilt f(m) = g(k) € & C CC(€). Im folgenden Baum sind die Gleichun-
gen in der obersten Zeile in & enthalten, die in der néchsten Zeile sind in &, etc. Die Striche
geben jeweils an, aus welchen bisherigen Gleichungen sich die jeweilige nichste Gleichung
ergibt.




Man kann zeigen, dass der Kongruenzabschluss von £ die kleinste Kongruenzrelation
beschreibt, in der alle Gleichungen aus &£ gelten. Es ist offensichtlich, dass der Kongruenz-
abschluss nur Gleichungen enthilt, die aus £ folgen. Durch die obige Herleitung wird also
wie gewiinscht f(m) =¢ g(k) bewiesen. In der Tat gilt aber auch der Umkehrschluss, d.h.,
auf diese Weise erhélt man alle Gleichungen, die aus £ folgen.

Satz 3.2.7 (Kongruenzabschluss ist korrekt und vollstindig) Sei £ eine Menge
von Grundidentititen tiber X und sei s,t € T(X). Dann gilt s =¢ t gdw. s =t € CC(E).

Beweis.

Korrektheit:
Wir zeigen, dass fiir alle 1 € IN aus s =t € &; die Aussage s =¢ t folgt. Dann ergibt
sich die Behauptung sofort, da CC(&) = e &i-

Hierzu verwenden wir Induktion iiber ¢. Im Induktionsanfang ist i = 0 und & = EUR.
Somit ist hier die Aussage trivial.

Im Induktionsschluss sei s =t € 41 =& US(E)UT(E)UC(E). Nach der Indukti-
onshypothese folgt fiir alle Gleichungen s’ =t € &;, dass s’ =¢ t’ gilt. Damit ergibt
sich dies auch fiir alle s =t € &1, da =¢ eine Kongruenzrelation ist (Lemma 3.1.10).

Vollstindigkeit:
Wir verzichten hier auf den Beweis der Vollstandigkeit, da wir in Satz 3.2.12 eine
stiarkere Aussage beweisen, aus der die Vollstandigkeit von C'C(E) sofort folgt. a

Eine erste Idee fiir ein Verfahren zur Losung des Wortproblems bei Grundidentitéiten
wire also, sukzessive die Mengen &y, &1, ... zu erzeugen, bis man eine Menge &; gefunden
hat, die die gesuchte Gleichung s = ¢ enthélt. Der Kongruenzabschluss CC(E) ist aber
im allgemeinen unendlich, d.h., man hat im allgemeinen &;,, # &;. Beispielsweise gilt fiir
E aus Bsp. 3.22, dass i =] € &, g(i) = g(j) € &\ &, glgli) = glg(j)) € &\ &,

., g"(0) = g"(j) € &\ -1, etc. Wenn die Gleichung s = t daher nicht aus &£ folgt,
dann terminiert dieses Verfahren nicht. Es handelt sich also wieder blol um ein Semi-
Entscheidungsverfahren.

Im Unterschied zum allgemeinen Wortproblem ist das Wortproblem bei Grundiden-
titdten aber entscheidbar. Um z.B. festzustellen, dass im obigen Beispiel die Gleichung
i = k nicht aus & folgt, stellt sich die Frage, ob man wirklich alle (unendlich vielen) Itera-
tionen &y, &1, . . . betrachten muss, oder ob es reicht, dafiir nur endlich viele zu untersuchen.
Es stellt sich heraus, dass es bei Grundidentitéiten &£ reicht, nur einen endlichen Suchraum
zu durchlaufen: Um herauszufinden, ob s =¢ ¢ gilt, muss man nur die (endlich vielen) Terme
betrachten, die in der Menge £ oder in den Eingabetermen s und ¢ auftreten.

Definition 3.2.8 (Teiltermmenge) Zu jedem Term s sei Subterms(s) = {s|. | 7 €
Occ(s)} die Menge seiner Teilterme. Zu einer Menge von Gleichungen & definieren wir

Subterms(E) = U Subterms(s) U Subterms(t).

s=te &



Fiir jeden Term s ist die Menge Subterms(s) endlich, denn jeder Term hat nur endlich
viele Teilterme. Wenn das Gleichungssystem £ endlich ist, so ist damit auch Subterms(E)
endlich. Es zeigt sich, dass wir bei der Bildung des Kongruenzabschlusses nicht alle mogli-
chen Terme betrachten miissen, sondern nur die Terme aus S = Subterms(E)USubterms(s)
U Subterms(t), wenn wir untersuchen wollen, ob s =¢ ¢ gilt. Dies fiihrt zur Definition des
Kongruenzabschlusses beziiglich einer Menge von Termen S.

Definition 3.2.9 (Kongruenzabschluss beziiglich einer Menge von Termen) Sei
& eine Menge von Grundidentititen iber der Signatur ¥ und seien s, t € T (X). Weiter sei
S = Subterms(E)USubterms(s)USubterms(t). Dann definieren wir die Mengen £5,E7 .. .
wie folgt:

e & =(EUR) N Sx 8

o £, =(EFUSEHUT(EN)UC(ED)) N S x8S.
Der Kongruenzabschluss CC?(&) von &€ beziiglich S ist definiert als der “Limes” der Folge
ESED, .. dh, CCO(E) =U,en &7

In der obigen Definition von &2, betrachten wir Gleichungen der Einfachheit halber als
Paare von Termen. Alternativ kénnte man z.B. auch schreiben

E2 = (E7USEHNUTEHUCED)) N {u=v]|u,v €S}

Beispiel 3.2.10 Fiir £ aus Bsp. 3.2.2 und s = f(m), ¢t = g(k) erhdlt man S = {i,j, k, I, m,
f(i),f(j),f(m),g(k),g()}. Im Unterschied zu & enthilt £ also nur Gleichungen zwischen
Termen aus S. Eine Gleichung wie g(i) = g(j) fehlt also. Genauer haben wir

E = EU
{t=t|tesS}tu
{j=i,1=
{i=f(j)}u
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Da S endlich ist, existieren nur endliche viele Gleichungen s = ¢ mit s,¢ € S. Alle £
sind daher endlich und es existiert ein ¢« € IN mit & = &; ;1. Der Kongruenzabschluss bzgl.
S wird also nach endlich vielen Schritten erreicht.

Lemma 3.2.11 (CC%(€) wird nach endlich vielen Schritten erreicht) Sei & eine
endliche Menge von Grundidentititen und S = Subterms(E) U Subterms(s) U Subterms(t)
fiir s,t € T(X). Dann existiert ein i € N, so dass EF = E2.,. Daraus folgt CC%(E) = &7

Beweis. Es gilt EZ-S C Eﬁrl fir alle © € IN. Da EZ-S CSxSfiralles € Nundda S xS
endlich ist, muss es ein ¢ € IN geben mit £ = £2,. Daraus folgt dann &° = SJ-S fiir alle
j =i und somit & = ;o & = CC?(E). O

Der folgende Satz zeigt, dass dieser eingeschrénkte (und endliche) Kongruenzabschluss
bereits ebenfalls korrekt und vollstéandig ist. Mit anderen Worten, um s =¢ t zu untersuchen,



muss man nur CC®(&) berechnen. Diese Menge ist endlich und liisst sich mit endlich vielen
Iterationen berechnen. Dann gilt s =¢ ¢ genau dann, wenn die Gleichung s =t in CC?(&)
enthalten ist.

Satz 3.2.12 (Kongruenzabschluss bzgl. S ist korrekt und vollstindig) Sei £ eine
Menge von Grundidentititen tber der Signatur ¥ und seien s,t € T(X). Weiter sei
Subterms(E) U Subterms(s) U Subterms(t) C S. Dann gilt s =¢ t gdw. s =t € CC5(E).

Beweis.

Korrektheit:
Offensichtlich ist CC®¥(£) € CC(E). Somit folgt aus s = t € CCY(E) sofort s =¢ t
aufgrund der Korrektheit des Kongruenzabschlusses (Satz 3.2.7).

Vollstdindigkeit:
Nach dem Satz von Birkhoff (Satz 3.1.14) ist s =¢ ¢ gleichbedeutend zu s <% ¢t. Wir
zeigen daher, dass aus Subterms(s) C S, Subterms(t) C S, Subterms(€) C S und
s <% t folgt, dass auch s =t € CC%(€) ist.

Nach Definition bedeutet s <35 ¢, dass s = 59 3¢ 51 ¢3¢ ... g s, =t fireinn >0
gilt. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber n.

Im Induktionsanfang ist n = 0. Dann gilt s = ¢ und daher s=t € RNS x S C&;.

Im Induktionsschluss ist n > 0. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass in der Her-
leitung s = sg <3¢ 1 ¢ ... ¢ S, = t an mindestens einer Stelle eine Gleichung an
der obersten Stelle € angewendet wurde. Es existiert also ein £k mit 1 < k < n und
s = w und Sxy1 = v fiir eine Gleichung v = v oder v = u aus £. Wir haben daher
S=580 g ... e Sp=uund v = Sgy1 g ... <>e S, = t. Diese beiden Herleitungen
sind jeweils kiirzer als die urspriingliche Herleitung und wir haben Subterms(u) C S
und Subterms(v) C S, da v und v Terme aus € sind. (Dies gilt nur, da £ blof§ Grund-
identitdten enthilt.) Somit folgt aus der Induktionshypothese s = u € CC%(€) und
v=te CC%¢E). Daauch u=v € & C CCY(E) und da CC¥(E) unter Transitivitit
abgeschlossen ist, folgt s =t € CC®(€). Damit haben wir also gezeigt, dass fiir alle
Terme s,t mit Subterms(s) C S, Subterms(t) C S, aus s <% t folgt, dass auch
s=t e CC%E) gilt, sofern die Herleitung s <% ¢ nicht mehr als n Schritte benétigt
und an mindestens einer Stelle eine Gleichung an der obersten Stelle € angewendet
wurde.

Nun betrachten wir den Fall, dass in der Herleitung s <+% ¢ keine Gleichung an der
obersten Stelle € angewendet wurde. Seien 7y, ..., m, mit 7, Lm; fiir ¢ # j die obersten
Stellen in s, an denen in der Herleitung jemals Gleichungen angewendet werden.
Somit gilt also s|, = p; und p; <> ¢; fir alle 1 < i < k und ¢ = s[q1)n, - - - [Q)r,-
Jede Herleitung p; <+ ¢; ist hochstens so lang wie die Herleitung von s <+¢ ¢, d.h., sie
benotigt hochstens n Schritte und an mindestens einer Stelle wird eine Gleichung an
der obersten Stelle € angewendet. Auflerdem gilt Subterms(p;) C Subterms(s) C S
und Subterms(q;) C Subterms(t) C S. Wie im vorigen Fall zeigt man also p; =
¢ € CC3(&). Da CCS(€) fiir Terme aus S unter Kongruenz abgeschlossen ist, folgt
s=teCC3%E). |




Beispiel 3.2.13 Anhand des Beweises von f(m) =¢ g(k) in Bsp. 3.2.6 erkennt man, dass
hier nur Gleichungen iiber den Termen aus S = {i, j, k, |, m, (i), f(j), f(m), g(k), g(l) } verwen-
det wurden. Es gilt also auch f(m) = g(k) € & C CC5(€).

Das Verfahren, das gemif Satz 3.2.12 in endlich vielen Schritten CC®(&) konstruiert
und dann iiberpriift, ob s = t € CC®(€) ist, ist automatisch (mit polynomiellem Auf-
wand) durchfithrbar, es terminiert immer und man kann damit entscheiden, ob s =¢ ¢ gilt.
Insgesamt ergibt sich also das folgende Korollar.

Korollar 3.2.14 (Entscheidbarkeit des Wortproblems bei Grundidentitéiten)
Sei £ eine endliche Menge von Grundidentititen. Dann ist das Wortproblem (d.h., die
Frage ob s =¢ t fir s,t € T(X) gilt) entscheidbar.

Bei der Berechnung des Kongruenzabschlusses geniigt es also, nur Teilterme der Glei-
chungsmenge und der zu untersuchenden Terme zu betrachten. Dies ist nicht der Fall, wenn
man eine Herleitung mittels <»¢ finden will. Wie Bsp. 3.2.2 zeigt, muss man hier in den
Zwischenschritten auch Terme betrachten, die weder in £ vorkommen noch in den Termen,
die man auf Gleichheit untersuchen will. (Der Grund ist, dass hier der Kontext der Ter-
me immer beibehalten wird.) Ansonsten entspricht die Herleitung aus Bsp. 3.2.2 némlich
gerade dem Beweis mit Hilfe des Kongruenzabschlusses aus Bsp. 3.2.6.

Zur praktischen Berechnung des Kongruenzabschlusses ist anstelle von £5, €7, . . . folgen-
de Iteration geeigneter. Hierbei sei fiir alle Gleichheitssysteme £ die Relation =-¢ definiert
alss =¢tgdw. s =t € £. Wie iiblich ist <% dann die transitiv-reflexiv-symmetrische Hiille
von =¢. Sei Aq(€) die Menge aller Gleichungen, die aus £ geméaf (wiederholter) Anwen-
dung von Reflexivitit, Transitivitdt und Symmetrie folgen, d.h., A¢(€) = {s =1t |s &% t}.
Dann sei

o 5 =Aq(E)NS xS
o &5 = Aq(EFUCET))NS %S

Es ist (bei endlichem S) leicht zu zeigen, dass es fiir alle i ein j gibt, so dass £ C SJ-S und
dass es fiir alle i ein j gibt, so dass £° C EJ-S/. Somit gilt CC¥(E) = Uen £

Man kann also anstelle der Iteration &, 7, ... auch die Iteration £, £, ... berechnen
lassen. Da =.s jeweils eine Aquivalenzrelation ist, kann man anstelle von £ auch die
Quotientenmenge S; = S/égs, berechnen, d.h., die Menge {[s]ég_s, | s € S}. Man hat

S; = Siy1 gdw. £ = 5;1’1. Hierbei ergibt sich dann folgender Algorithmus.

Algorithmus KONGRUENZABSCHLUSS(E, s, 1)
Eingabe: FEine endliche Menge von Grundidentitidten £ und
zwei Grundterme s,t € T(X).
Ausgabe: “True”, falls s =¢ t und sonst “False”.



. Sei S = Subterms(E) U Subterms(s) U Subterms(t).

.Sei L={{s,t} |s=te}U{{s}|se S}

. Vereinige alle Mengen M;, My € L mit M; N My # @.

cSei K =LU{{f(s1,...,8n), f(t1,...,tn)} | f € X, es ex. M; € L mit s;,t; € M,,
f(s1yeoey8n), f(ty, ..., ty) €S}

. Vereinige alle Mengen M, My € K mit My N M, # &.

. Falls K # L dann setze L. = K und gehe zu 4.

7. Falls es ein M € L gibt mit s € M und t € M, dann gib “True” aus.

Sonst gib “False” aus.

=0 N

S Ot

Der obige Algorithmus ldsst sich natiirlich noch etwas verbessern, indem man bereits
vor der “Kongruenz-Bildung” in Schritt 4 jeweils iiberpriift, ob bereits s und ¢ zusammen
in einer Menge M € L auftreten. In diesem Fall kann man sofort “7True” ausgeben und den
Algorithmus beenden.

Satz 3.2.15 (Korrektheit des Algorithmus)
Der Algorithmus KONGRUENZABSCHLUSS terminiert immer und ist korrekt.

Beweisskizze. Die Terminierung folgt analog zu Lemma 3.2.11, denn da S endlich ist und L
in jedem Schleifendurchlauf wéchst, gilt irgendwann K = L. Die Korrektheit gilt aus folgen-
dem Grund: Nach Schritt 3 ist L = Sy, d.h., es gilt s,¢ € M fiir ein M € L gdw. s &% t und
s,t € S. Mit anderen Worten, man hat £ = {s = ¢ | es existiert ein M € L mit s, € M}.
(Die Vereinigung aller nicht-disjunkten Mengen erzeugt gerade den transitiv-reflexiv-sym-
metrischen Abschluss.) Nach Schritt 5 gilt im ¢-ten Schleifendurchlauf K = S;, d.h., es

gilt s,t € M fir ein M € K gdw. s Sl UCES' ) t und s,t € S. Man hat somit
i—1 i—1

EY = {s =1t es existiert ein M € K mit s,t € M} (dies zeigt man durch Induktion iiber
i). In Schritt 7 gilt somit L = S/ﬁccs(g), d.h., es existiert ein M € L mit s,t € M gdw.
s=t € CO%(&). Aufgrund der Korrektheit und Vollstindigkeit des Kongruenzabschlusses
bzgl. S (Satz 3.2.12) ist dies gleichbedeutend zu s =¢ t. O

Beispiel 3.2.16 Der obige Algorithmus arbeitet wie folgt in unserem Beispiel. Hierbei ist
wieder £ ={i=j,k=1,f(i)=gk),j =f(j),m=g()}, s =f(m) und t = g(k).

e Im ersten Schritt erzeugt man S = {i, ], k, I, m,f(i),f(j), f(m),g(k),g()}.

e Im zweiten Schritt setzt man L auf die Menge, die {i,j}, {k, I}, {f(i),g(k)}, {j.f(J)},
{m,g()}, {f(m)} sowie {q} fiir alle ¢ € S enthélt.

e Im dritten Schritt vereinigt man alle nicht-disjunkten Mengen von L wie z.B. {i,j}
und {j,f(j)}. Es ergibt sich L = {{i,j,f(j)}, {k 1}, {f(i),g(k)},{m,g(1)},{f(m)}}. Dies
ist die Quotientenmenge zur Relation <%, bei der zwei Terme gleich sind, wenn dies
aufgrund der (wiederholten) Reflexivitéit, Transitivitdt und Symmetrie aus £ folgt.

e Nun setzt man K auf L und erweitert es um Mengen {f(¢1),f(t2)} und {g(t1),g(t2)},
wobei t; und ¢, jeweils aus denselben Mengen von L stammen miissen. Es werden aber
nur solche Terme betrachtet, die in S enthalten sind. Neben einelementigen Mengen
(bei denen also t; = 5 ist) enthélt K dann die zusétzlichen Mengen {f(i),f(j)} und

{g(k),g(l)}-



e In Schritt 5 vereinigt man alle nicht-disjunkten Mengen in K und erhélt somit K =
{{i,5,1(G), f(i),g(k), g(l), m}, {k, 1}, {f(m)}}. Da K # L gilt, wird in Schritt 6 L auf
diese Menge gesetzt und man geht zuriick zu Schritt 4.

e Man setzt nun K wieder auf L und erweitert es (neben einelementigen Mengen) um
{f(i), fG) }, {f (), f(m)}, {f(),f(m)}, {g(k),g(l)}. In Schritt 5 vereinigt man alle nicht-
disjunkten Mengen in K und erhilt somit K = {{i,j,f(j),f(i),g(k),g(l),m,f(m)},
{k,1}}. Da K # L gilt, wird in Schritt 6 L auf diese Menge gesetzt und man geht
zuriick zu Schritt 4.

e Das nochmalige Durchlaufen von Schritt 4 und 5 fithrt dazu, dass K und L identisch
sind. Man erreicht somit Schritt 7. Da es eine Menge {i, ], f(j),f(i), g(k), g(l), m,f(m)}
in K gibt, die sowohl f(m) als auch g(k) enthilt, gibt der Algorithmus “True” aus.

Das in diesem Abschnitt vorgestellte Verfahren ist allerdings tatséchlich nur fiir Grund-
identitdten verwendbar. Bei & = {f(f(x)) = g(x)} gilt z.B. f(g(a)) =¢ g(f(a)), aber dies ldsst
sich nur mit Hilfe der Gleichungen f(g(a)) =¢ f(f(f(a))) und f(f(f(a))) = g(f(a)) und der
Transitivitét zeigen. Der Term f(f(f(a))) ist aber nicht in Subterms(E)USubterms(f(g(a)))u
Subterms(g(f(a))) enthalten.

3.3 Termersetzungssysteme

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, wie man das Wortproblem fiir Grundidentitéaten
entscheiden kann, d.h. fiir Gleichungssysteme &, die keine Variablen enthalten. In vielen
Anwendungen treten aber sowohl in den Axiomen als auch in den zu untersuchenden Glei-
chungen Variablen auf. Man geht hierbei davon aus, dass die Axiome fir alle Belegungen
der darin vorkommenden Variablen gelten und man will wissen, ob die zu untersuchende
Gleichung fiir alle Belegungen der darin vorkommenden Variablen aus den Axiomen folgt.

Wie in Abschnitt 3.1 gezeigt wurde, kann man dieses Wortproblem mit Hilfe der Be-
weisrelation «+: untersuchen. Das Problem dabei ist aber, dass man nicht weif}, welche
Gleichung an welcher Stelle angewendet werden soll, so dass sich ein in der Praxis nicht
tolerierbarer und ggf. unendlicher Suchaufwand ergibt.

Will man den Aufwand des Suchbaumverfahrens aus Abschnitt 3.1 senken, so miissen
die Indeterminismen der Beweisrelation so verringert werden, dass man schliellich den Ver-
zweigungsgrad 1 erhélt. Der erste Schritt besteht darin, dass die Richtung der Gleichungen
des Gleichungssystems festgelegt wird. Damit kann man bei Teiltermersetzungen die Glei-
chungen nur noch in eine Richtung anwenden. Wir schreiben daher nun einen Pfeil “—”
anstelle des Gleichheitszeichens “=" und bezeichnen die gerichteten Gleichungen als Regeln.
Dies fithrt zu dem grundlegenden Begriff des Termersetzungssystems.

Definition 3.3.1 (Termersetzungssystem) Firl,r € T(X,V) heifst ein Ausdruck
[ —r

(Termersetzungs-)regel (iber ¥ und V), sofern

o V(r) CV(l) und



o [ ZV.

FEine Menge R von Regeln wird Termersetzungssystem (TES, engl. term rewriting system,)
iber X und V genannt.

Fiir ein Termersetzungssystem R ist die (Term-)ersetzungsrelation —x C T(X,V) x
T(%,V) definiert durch

s —ort gdw. sl =1lo und t = s[ro|,

fir eine Stelle m € Occ(s), eine Regell — r € R und ein o € SUB(3,V). Man nennt s —g
t einen (Term-)ersetzungsschritt, bei dem s an der Stelle m reduziert wird. Ein Teilterm s|,,
auf den die linke Seite einer Regel matcht, heifft Redex (fiir “reducible expression”). Wenn
R aus dem Zusammenhang ersichtlich ist, schreiben wir manchmal auch “—7 anstelle von
“>r7. Anstelle von “s = t”7 schreiben wir auflerdem gelegentlich auch ‘t <—x s”.

Wie bei den Gleichungssystemen werden wir uns auch bei TESen im Folgenden auf end-
liche Mengen beschranken. Die Termersetzungsrelation — g ist genauso definiert wie die
Ersetzungsrelation —¢ fiir eine Menge von Gleichungen. Der einzige Unterschied ist, dass
wir jetzt mehr an der transitiv-reflexiven Hiille —* interessiert sind als an der transitiv-
reflexiv-symmetrischen Hiille «+*, d.h., wir wenden die Regeln eines Termersetzungssystems
nur in eine Richtung an, wohingegen Gleichungen typischerweise in beide Richtungen an-
gewendet werden koénnen.

Durch das Richten der Gleichungen wird der Indeterminismus des Suchverfahrens aus
Abschnitt 3.1 bereits reduziert. Die Bedingung V(r) C V({) entspricht dann der “Variablen-
bedingung”, die dort diskutiert wurde. Diese Variablenbedingung verlangte, dass auf beiden
Seiten einer Gleichung genau dieselben Variablen vorkommen. Dies hat den Vorteil, dass bei
Anwendung einer Gleichung der Matcher (und damit die Instantiierung der anderen Seite
der Gleichung) bereits eindeutig festgelegt ist. Da Gleichungen nun aber nur noch von links
nach rechts angewendet werden koénnen, muss man blofl noch verlangen, dass alle Variablen
auf der rechten Seite auch auf der linken Seite auftreten. Damit ist bei einer Anwendung
einer Termersetzungsregel die Instantiierung der rechten Seite bereits eindeutig festgelegt.

Auch die Bedingung [ ¢ V dient dazu, den Indeterminismus zu reduzieren. Regeln mit
einer Variablen als linke Seite wiren immer (d.h. auf jeden Term) anwendbar. Durch die
Bedingung, dass eine linke Seite zumindest mit einem Funktionssymbol beginnen muss,
wird ihre Anwendbarkeit etwas eingeschrankt.

Beispiel 3.3.2 Sowohl die Additionsgleichungen als auch die Gruppenaxiome erfiillen die
Variablenbedingungen. Sie lassen sich daher nun beide als TES schreiben. (Selbstverstind-
lich stellt sich hierbei im allgemeinen die Frage, in welche Richtung solche Gleichungen zu
orientieren sind, wenn dies nicht bereits durch die Variablenbedingungen erzwungen wird.)

plus(O,y) — vy (3.1) f(z,f(y,2)) — f(f(z,y),z) (3.3)
plus(succ(z),y) — succ(plus(z,y)) (3.2) f(z,e) — = :
f(z,i(z)) — e (3.5)

Wenn R = {(3.1), (3.2)} ist, so erhélt man z.B. die folgende Folge von Ersetzungsschrit-
ten. Die Redexe sind hierbei jeweils unterstrichen. (Im allgemeinen kann ein Term natiirlich



mehrere Redexe besitzen, die nicht unbedingt alle reduziert werden.)

plus(succ(succ(O)),succ(0)) —xr succ(plus(succ(O), succ(O)))
—r  succ(succ(plus(O, succ(0))))
—xr  succ(succ(succ(O)))

Man erhilt also die Reduktion plus(succ(succ(Q)),succ(O)) —% succ(succ(succ(O))).

Die Sprache der Termersetzungssysteme ist also fast identisch mit der Sprache der Glei-
chungssysteme, aber Termersetzungssysteme stellen eine Programmiersprache mit einer be-
stimmten Auswertungsrelation (der Termersetzungsrelation) dar. Man kann zeigen, dass
diese Programmiersprache Turing-vollstandig ist, d.h., jedes berechenbare Programm lasst
sich mit Hilfe von TESen schreiben. In der Tat beruhen insbesondere funktionale Pro-
grammiersprachen direkt auf der Sprache der TESe (wobei natiirlich unterschiedliche und
ergidnzende syntaktische Konstrukte verwendet werden).

Manchmal betrachtet man spezielle Termersetzungssysteme, bei denen die Regeln le-
diglich einstellige Funktionssymbole enthalten. Ein Beispiel ist das TES mit der Regel

f(f(z)) — fle(f(2)))

Die Regeln solcher TESe kann man kiirzer schreiben, indem man die Klammern und die
innerste Variable weglésst; man erhélt dann

ff — fgf.

Anstelle der Auswertung f(f(f(z))) — f(f(g(f(x)))) — f(g(f(g(f(x))))) schreibt man dann
kiirzer

fff — ffgf — fgfef.

Solche Regelsysteme bezeichnet man auch als Wortersetzungssysteme (engl. string rewri-
ting system) oder Semi-Thue Systeme. Hier kann man die Terme als Worte auffassen und
die Regeln entsprechen Grammatikregeln, die sagen, wie man bestimmte Teilworte erset-
zen kann. Wir werden den Spezialfall der Wortersetzungssysteme nicht weiter gesondert
betrachten; hierzu sei auf [BA95, Kap. 3] und [Ave95, Kap. 2] verwiesen.

Aus Lemma 3.1.13 folgt sofort, dass die Termersetzungsrelation —x ebenso wie die
Relation —% stabil und monoton ist. Dariiber hinaus ist —% natiirlich reflexiv und transitiv,
aber nicht symmetrisch.

Anstelle von Gleichungssystemen £ wollen wir im Folgenden mit TESen R arbeiten.
Hierzu muss das TES R aber natiirlich dem Gleichungssystem & “entsprechen”. Hierzu
definiert man den Begriff der “Aquivalenz”.

Definition 3.3.3 (Aquivalenz von Gleichungssystem und TES)  Sei £ ein Glei-
chungssystem und R ein TES diber ¥ und V. Dann ist R dquivalent zu £ gdw. <% = <%.

Wir sind ja daran interessiert, das Wortproblem s =¢ ¢ fir Gleichungssysteme & zu
16sen. Aufgrund des Satzes von Birkhoff (Satz 3.1.14) bedeutet Aquivalenz zwischen R und
£, dass <35 = <; = =¢ gilt. Sofern ein TES R also dquivalent zu & ist, ldsst sich das



Wortproblem fiir £ dadurch 16sen, dass man eine Folge von R-Ersetzungsschritten sucht,
so dass sich s und ¢ ineinander iiberfiihren lassen. Allerdings kénnen bei dieser Folge die
Regeln von R noch in beide Richtungen angewendet werden.

Zunéchst wollen wir aber die Frage untersuchen, wie man zu einem Gleichungssystem &
ein dquivalentes TES R findet. Falls sich £ durch Ersetzung der Gleichheitszeichen durch
Pfeile direkt in ein TES tiberfiihren lésst, so ist dieses TES trivialerweise dquivalent zu £.
Satz 3.3.4 zeigt einen allgemeineren Zusammenhang zwischen Gleichungssystemen und dazu
dquivalenten TESen. Er macht deutlich, dass man nur die Regeln in R und die Gleichungen
in £ untersuchen muss (und nicht alle Paare von Termen, die sich in der transitiv-reflexiv-
symmetrischen Hiille der beiden Relationen befinden), um festzustellen, ob das TES R
dquivalent zu & ist.

Satz 3.3.4 (Zusammenhang zwischen Gleichungssystem und TES) Sei & ein Glei-
chungssystem und R ein TES tiber ¥ und V. R ist dquivalent zu £ gdw.

o | ¢ r fir alle Regeln | — r € R (“R ist korrekt fir £”) und

o s <% t fir alle Gleichungen s =t € £ (“R ist addquat fir £7).

Beweis. Aus der Aquivalenz von R und & folgt die Korrektheit sofort. Da auBerdem fiir
alle Gleichungen s =t € £ auch s <% t gilt, folgt aus der Aquivalenz s % t (dh., R ist
adédquat fir ).

Nun zeigen wir, dass aus der Korrektheit und Adéquatheit die Aquivalenz folgt. Wenn
fiir alle Regeln | — r € R jeweils | <% r gilt, so folgt auch aus s <% ¢ ebenfalls s <% ¢
aufgrund der Abgeschlossenheit von <+% unter Substitutionen und Kontexten (formal ist
hierbei eine Induktion iiber die Anzahl der Ersetzungsschritte bei s <+% ¢ notig). Aus der
Korrektheit folgt somit <% C «>%.

Umgekehrt folgt aus der Adédquatheit, dass s <+% t jeweils auch s «<+% ¢ impliziert, denn
s <% t ist ebenfalls abgeschlossen unter Substitutionen und Kontexten (formal ist hier
eine Induktion iiber die Anzahl der Ersetzungsschritte bei s <>} ¢ notig). Somit erhélt man
e C &% a

Beispiel 3.3.5 Das TES {(3.1), (3.2)} ist trivialerweise &dquivalent zu der Gleichungsmenge

{plus(O, y) = y, plus(succ(z), y) = succ(plus(x,y))}.
Als weiteres Beispiel betrachten wir das Gleichheitssystem € = {b = ¢,b = a,f(a) =

f(f(a))} und R = {c — b,a — b, f(f(b)) — f(b)}. Dann ist R fiir £ korrekt, denn
ec+¢b
e a<¢eh
o f(f(b)) —¢ f(f(a)) <—¢ f(a) <—¢ f(b)
R ist auch adaquat fiir £, denn
e b+rxc,

(] b<—Ra,



o f(a) =g f(b) <% f(f(b)) % f(f(a))

Nach Satz 3.3.4 ist R also dquivalent zu €. Hingegen wire z.B. das TES {c — a,f(f(b)) —
f(b)} zwar korrekt, aber nicht addquat und somit auch nicht dquivalent zu &.

Bislang ist noch unklar, warum man nicht direkt eine gerichtete Version der Gleichheiten
£ als dquivalentes TES R verwendet. Der Grund liegt daran, dass allein durch Richten
von Gleichungen der Beweisaufwand immer noch viel zu grofl ist. Man muss momentan
Gleichungen ja immer noch in beide Richtungen anwenden, um die Aquivalenz zu =¢ zu
erreichen. Auflerdem gibt es viele verschiedene Moglichkeiten, Terme mit einem TES zu
reduzieren, so dass immer noch viel zu viele Indeterminismen bleiben.

Die Idee ist stattdessen, zur Uberpriifung von s =¢ t bzw. von s % t (fiir ein zu &
dquivalentes TES R) nicht mehr Regeln in beliebiger Richtung anzuwenden, sondern wir
reduzieren zuerst s und ¢ soweit wie moglich. Damit erhéilt man Auswertungsfolgen der Art

SR S1 7R S2 7R ..-Sp, und b <R ...l &R 11 <R 1,

wobei s,, und t,, nicht weiter mit —x reduzierbar sind. Anschliefend iiberpriifen wir, ob die
beiden Terme s, und t,,, die wir erhalten haben, identisch (d.h. syntaktisch gleich) sind.

Beispiel 3.3.6 Betrachten wir wieder das TES R mit den Regeln (3.1) und (3.2). Unsere
Frage war, ob aus den plus-Axiomen & die Gleichung plus(succ(succ(Q)), x) = plus(succ(O),
succ(x)) folgt. Um dieses Wortproblem zu losen, gehen wir wie folgt vor: Wir reduzieren
zuerst beide Terme in der Gleichung soweit wie moglich und iiberpriifen dann, ob die er-
haltenen Terme identisch sind. Im Beispiel ergibt sich

plus(succ(succ(O)), z) —r succ(plus(succ(O), z)) —r succ(succ(plus(O, z))) —r succ(succ(x))

und
plus(succ(O), succ(z)) —x succ(plus(O, succ(z))) —r succ(succ(z)).

Somit erhélt man also in der Tat plus(succ(succ(0)),x) <% plus(succ(O),succ(z)) bzw.
plus(succ(succ(0)), x) =¢ plus(succ(O), succ(x)) aufgrund der Aquivalenz zu &.

Das oben skizzierte Verfahren ist mit Sicherheit korrekt, denn aus der Existenz von zwei
Auswertungsfolgen zum selben Ergebnis folgt immer s <% ¢ und somit s =¢ ¢. Es stellen
sich aber bislang noch zwei Probleme:

1. Wenn wir s und ¢ solange wie moglich reduzieren wollen, so kénnte es sein, dass diese
Auswertung nicht terminiert. Hierbei gibt es zum einen die Moglichkeit, dass keine
der moglichen Auswertungen von s bzw. ¢ terminiert. Es kann aber auch sein, dass es
zwar terminierende, aber auch nicht-terminierende Auswertungen dieser Terme gibt.
Da man die Folge der Auswertungsschritte frei wihlen kann, besteht dann immer
noch die Gefahr, dass man dennoch die unendliche Ersetzungsfolge wéhlt. Um dies
zu verhindern, muss man sich auf sogenannte terminierende Termersetzungssysteme
beschrénken.



2. Es konnte sein, dass zwar s <>} t gilt, dass man dazu aber die Richtung der Reduktion
mehrmals bzw. auf andere Weise wechseln muss. Mit anderen Worten, es existiert
moglicherweise trotzdem kein Term ¢ mit s —% ¢ und ¢ <% t. Dariiber hinaus
konnte es sein, dass s und ¢ auf verschiedene Arten reduziert werden konnten, so dass
es an der Wahl der “richtigen” Reduktionsfolge liegt, ob man den gewiinschten Beweis
findet oder nicht. Um diese Probleme zu verhindern, muss man sich auf sogenannte
konfluente Termersetzungssysteme einschranken.

Im Folgenden wollen wir diese Probleme néher skizzieren und die gewiinschten Eigen-
schaften formal definieren.

Beispiel 3.3.7 Um das Problem der Nicht-Terminierung zu illustrieren, betrachten wir
wieder die Gleichungsmenge & = {b = c¢,b = a,f(a) = f(f(a))} aus Bsp. 3.3.5 und das
dquivalente TES Ry = {b — ¢,b — a,f(a) — f(f(a))}, das durch Ersetzung des Gleich-
heitszeichens durch “—" entsteht.

Um das Wortproblem f(a) =¢ f(c) zu untersuchen, wiirden wir nun f(a) und f(c) jeweils
soweit wie moglich reduzieren. Der Term f(c) kann nicht weiter reduziert werden, aber die
(einzige) Auswertungsfolge von f(a) ist unendlich. Es ergibt sich

f(a) R f2(a) R f3(a) Ry -

Somit findet man niemals einen nicht mehr reduzierbaren Term und das Verfahren termi-
niert nicht.

Alternativ konnte man auch das ebenfalls dquivalente TES Ry = {b — ¢,b — a,f(a) —
f(f(b))} betrachten. Nun gibt es Reduktionen von f(a) zu den Termen f2(c), f?(c), etc.,
die nicht mehr weiter reduzierbar sind. Allerdings kann die Folge von Ersetzungsschritten
beliebig gewiahlt werden und somit ist nicht sicher gestellt, ob solch eine endliche Folge
gewdhlt wird oder ob man bei der Reduktion von f(a) die unendliche Folge f(a) —x,
f2(b) R f2(a) R f3(b) Ry - wahlt.

Um die anderen oben angesprochenen Probleme zu illustrieren, verwenden wir nun ein
anderes ebenfalls dquivalentes TES R3 = {b — ¢,b — a,f(f(a)) — f(a)}, bei dem alle Aus-
wertungsfolgen endlich sind. Wenn wir wieder das Wortproblem f(a) =¢ f(c) untersuchen
wollen, stellt sich die Schwierigkeit, dass zwar f(a) <+, f(c) gilt (denn f(a) <, f(b) —x,
f(c)), aber diese Herleitung lésst sich nicht dadurch finden, dass man erst die beiden Ter-
me f(a) und f(c) reduziert und dann iiberpriift, ob die entstandenen Terme identisch sind.
Sowohl f(a) als auch f(c) sind ndmlich nicht weiter reduzierbar und dennoch nicht identisch.

Schliefllich gibt es auch den Fall, dass man das Wortproblem zwar auf die gewiinschte
Art 16sen kann, es aber mehrere Ersetzungsmoglichkeiten gibt, und der Erfolg des Beweises
davon abhéngt, ob man die “richtige” Ersetzung wéhlt. Hierzu betrachten wir wieder das
TES R3 und das Wortproblem f2(b) =¢ f(a). Hierbei kann man f2(b) bei der richtigen Wahl
der Ersetzungsschritte zu f(a) reduzieren, so dass die Gleichheit nachgewiesen werden kann.
Man kann aber f?(b) auch zu f2(c) reduzieren und dann scheitert der Nachweis. Da man die
Reduktion frei wéhlen kann, ist nicht gesagt, welche der méglichen Ersetzungsschritte man
wihlt. Auch das TES Ry = {c — b,a — b,f(f(a)) — f(a)} ist ungeeignet, denn obwohl
f2(b) <%, f(b) gilt, kann man dies nicht auf die gewiinschte Art beweisen, da sowohl f?(b)
als auch f(b) irreduzibel sind.



Die Losung fiir diese Probleme ist, nicht ein TES wie R; - R4 zu verwenden, sondern
z.B. das TES R = {c — b,a — b,f(f(b)) — f(b)} aus Bsp. 3.3.5. Dieses TES hat die
Eigenschaft, dass jede Folge von R-Ersetzungsschritten terminiert und dass das Ergebnis
der Reduktion eindeutig ist (d.h., es ist konfluent). Hier muss man f(a) und f(c) beide
zu f(b) reduzieren und kann somit die Gleichheit von f(a) und f(c) nachweisen. Ebenso
kann man f2(b) =¢ f(a) nachweisen, da man beide Terme nur zu f(b) reduzieren kann, und
f2(b) =¢ f(b) folgt, da f2(b) zu f(b) reduzierbar ist.

Man erkennt also, dass es nicht immer sinnvoll ist, ein dquivalentes TES zu verwenden,
das direkt durch Richten der urspriinglichen Gleichungen entsteht. Stattdessen sind andere
dquivalente TESe oft geeigneter.

Um den ersten Problempunkt zu vermeiden, wollen wir daher sicher stellen, dass es keine
unendlichen Reduktionen mit der Relation —5 gibt. Im allgemeinen nennt man Relationen,
die keine unendlich “absteigenden” Folgen von Elementen zulassen, fundiert. Dieser Begriff
ist dariiber hinaus sowohl fiir Beweise mit Induktion als auch fiir Terminierungsbeweise
grundlegend.

Definition 3.3.8 (Fundierte Relationen) Sei — eine Relation iber einer Menge M.
Die Relation — heifit fundiert gdw. es keine unendliche Folge to,t1,ts, ... von Elementen
aus M gibt mit to — t, — to — ...

Beispiel 3.3.9

e Die Relation >y auf IN ist fundiert, wobei “>K” die iibliche “grofler als”-Relation
auf den natiirlichen Zahlen ist.

e Die echte Teiltermrelation > auf 7(X,V) ist fundiert.

e Die Relation — | auf 7(X,V) mit t; = to gdw. [t;| >n |t2], ist fundiert. Hierbei
bezeichnet || die Anzahl der Symbole in t.

e Die Relation <y auf IN ist nicht fundiert.

e Fiir alle ¢ € IN sei <. die Relation iiber IN mit n <. m gdw. ¢ >ny m >n n. Dann ist
<. fundiert.

e Die Relation >z auf Z ist nicht fundiert, wobei “>z" die {ibliche “gréfler als”-Relation
auf den ganzen Zahlen ist.

e Die Relation >q auf Q" ist nicht fundiert, wobei “>¢q” die iibliche “grofer als”-
Relation auf den positiven rationalen Zahlen ist.

e Die Relation >+ auf IN* ist fundiert.

Unser Ziel ist also, TESe zu verwenden, bei denen die Ersetzungsrelation —5 fundiert
ist. Dann kann man jeden Term solange reduzieren, bis kein weiterer Reduktionsschritt mehr
moglich ist. Das Resultat dieser Reduktion bezeichnet man als Normalform. (Analog geht
man bei Programmiersprachen vor, bei denen Termersetzung zur Auswertung von Termen
verwendet wird. Dort wird dann ein Ausdruck zu seiner Normalform ausgewertet, die sich
als Ergebnis des Programms ergibt.)



Definition 3.3.10 (Normalform) Sei — eine Relation tiber einer Menge M. Ein Objekt
q € M heifst Normalform gdw. es kein Objekt ¢ € M mit ¢ — ¢’ gibt. Das Objekt q heifst
Normalform eines Objekts ¢t gdw. t —* q und ¢ Normalform ist. Falls die Normalform von
t eindeutig 1st, so bezeichnet t| die Normalform von t.

Die Relation — ist normalisierend, wenn es zu jedem Objekt t (mindestens) eine Nor-
malform gibt und — ist eindeutig normalisierend, wenn es zu jedem Objekt t genau eine
Normalform gibt.

Es ist leicht zu zeigen, dass aus der Fundiertheit die Normalisierung folgt, aber nicht
umgekehrt.

Lemma 3.3.11 (Fundiertheit impliziert Normalisierung) Jede fundierte Relation
15t normalisierend.

Beweis. Sei — eine fundierte Relation iiber einer Menge M und sei ¢ € M. Wenn ¢ keine
Normalform hétte, dann gébe es eine unendliche Folge

t—1 =t — ...

im Widerspruch zur Fundiertheit. O

Die Umkehrung von Lemma 3.3.11 gilt hingegen nicht. Fundiertheit verlangt, dass alle
absteigenden Folgen endlich sind. Normalisierung erfordert hingegen nur, dass es ausge-
hend von jedem Element mindestens eine abbrechende absteigende Folge gibt. Insgesamt
gelten die folgenden Zusammenhénge (und alle anderen Zusammenhénge zwischen den drei
Begriffen in dem Schaubild gelten nicht):

fundiert eindeutig normalisierend

\/

normalisierend

Bevor wir Beispiele fiir Relationen mit diesen drei Eigenschaften angeben, wollen wir defi-
nieren, wie man diese Begriffe auch fiir TESe verwenden kann.

Definition 3.3.12 (Terminierung von TESen) Fin TES R terminiert gdw. seine Er-
setzungsrelation —gr fundiert ist. Fin TES R ist normalisierend gdw. —x normalisierend
ist, d.h., gdw. jeder Term eine Normalform bzgl. —x hat.

In einem terminierenden TES hat also jeder Term mindestens eine Normalform. Bei
jeder beliebigen Reduktion des Terms erreicht man nach endlich vielen Schritten eine solche
Normalform.

Beispiel 3.3.13

(a) Das TES {b — a,b — f(b)} ist normalisierend, aber weder eindeutig normalisierend
noch terminierend. Jeder Term hat ndmlich Normalformen, wie man durch Induktion
tiber den Termaufbau leicht zeigen kann (z.B., indem man alle Vorkommen von b
durch a ersetzt). Der Term b hat z.B. die Normalformen a, f(a), etc. Hingegen gibt es
eine nicht-terminierende Reduktion b — f(b) — f(f(b)) — .. ..



(b) Das TES R = {b — a,b — b} ist nicht terminierend, aber eindeutig normalisierend,
d.h., hier hat jeder Term genau eine Normalform. Es gilt z.B. bl = a.

(c) Das TES {b — ¢,b — a} terminiert, aber es gibt Terme mit mehreren Normalformen.
So hat b sowohl die Normalform a als auch die Normalform c.

(d) Das TES {c — b,a — b} terminiert und jeder Term hat genau eine Normalform. Dies
sind die Arten von TESen, die wir im Folgenden zu konstruieren versuchen.

Man erkennt auch, dass die beiden Variablenbedingungen V(r) C V() und [ &€ V fiir
alle Regeln [ — r € R notwendig sind, um terminierende TESe zu erhalten. Der Grund ist,
dass man bei einer Variable z € V(r) \ V(I) mit r|, = = die folgende unendliche Reduktion
bilden kénnte, wobei o = {z/l} ist:

l = ro=rollly, = rorol, =rorolllz]. = rofro[rol:]. = ...

Analog wiirde man bei einer Regel z — r die folgende Reduktion erhalten, wobei oy =
{z/r}, o9 = {x/ro1}, ete.:
r—7T —>r01 > 102 — ...

Betrachten wir nun noch einmal unsere fritheren Beispiele. In Bsp. 3.3.6 haben wir
zur Untersuchung der Frage plus(succ(succ(QO)), x) =¢ plus(succ(O), succ(z)) zunichst die
Normalformen der beiden Terme plus(succ(succ(Q)), ) und plus(succ(O), succ(x)) gebildet.
Anschlielend haben wir iiberpriift, ob diese beiden Normalformen identisch waren. In die-
sem Beispiel war das der Fall, da beide Terme nur eine Normalform, ndmlich succ(succ(z))
besitzen.

In Bsp. 3.3.7 hatten wir hingegen ein nicht-terminierendes TES Ry = {b — ¢,b —
a,f(a) — f(f(a))}. Bei der Untersuchung von f(a) =¢ f(c) wollten wir ebenfalls Normalfor-
men von f(a) und f(c) berechnen. Da f(a) aber keine Normalformen besitzt, scheitert dieser
Ansatz. Das TES Ry = {b — ¢,b — a,f(a) — f(f(b))} ist im Gegensatz zu R; wenigs-
tens normalisierend, aber ebenfalls nicht terminierend. Hier besitzt f(a) zwar Normalformen
f2(c),f3(c), ..., aber da R nicht terminiert, kann es passieren, dass die Reduktion von f(a)
unendlich weiterlauft, ohne eine Normalform zu finden.

Die Terminierung stellt also sicher, dass wir beliebig reduzieren kénnen und stets nach
endlich vielen Schritten eine Normalform erhalten. Dies ist daher eine der Voraussetzungen,
die wir benotigen, um TESe zur Losung des Wortproblems zu verwenden. Man braucht die
Terminierung auch, um zu untersuchen, ob ein TES eindeutige Normalformen hat, wie man
in Kapitel 5 sehen wird. Dariiber hinaus ist die Frage der Terminierung natiirlich auch
in anderen Bereichen iiberaus wichtig. Beispielsweise mochte man bei der Programmuverifi-
kation untersuchen, ob ein Programm bei allen Eingaben stets nach endlicher Zeit anhélt.
Die Terminierung ist dariiber hinaus bei der automatisierten Programmverifikation wichtig,
um Induktionsbeweise tiber Programme durchfiithren zu koénnen (vgl. [Gie03]). Schliefilich
wird sich auch herausstellen, dass die Terminierung eine Voraussetzung fiir Vervollstindi-
gungsverfahren ist, die unvollstindige Programme automatisch ergénzen kénnen (Kapitel
6). In Kapitel 4 werden wir daher Verfahren vorstellen, die die Terminierung von TESen
automatisch untersuchen.



Die TESe R3 und R4 aus Bsp. 3.3.7 und das TES aus Bsp. 3.3.13 (¢) machen aber
bereits deutlich, dass die Terminierung alleine noch nicht ausreicht, um unser skizziertes
Termersetzungsverfahren fiir die Losung des Wortproblems zu verwenden. Das TES {b —
c,b — a} terminiert. Wenn man untersuchen mochte, ob in der zugrunde liegenden Menge
von Gleichungen £ die Aussage a =¢ c gilt, so wiirde man nun die Normalformen von a und
¢ berechnen. Es gilt alz = a und c|; = c. Da die beiden resultierenden Terme aber nicht
identisch sind, wiirde man nun falschlicherweise schlieflen, dass a Z¢ c gilt.

Das Problem hierbei ist, dass wir zur Untersuchung der Frage s =¢ ¢ eigentlich untersu-
chen miissten, ob s <+% ¢ gilt. In Wirklichkeit untersuchen wir jedoch nur, ob es einen Term
q gibt, so dass s =% ¢ <% t gilt. Man bezeichnet solche Terme dann als zusammenfiihrbar
(engl. joinable). Im allgemeinen folgt zwar aus der Zusammenfiihrbarkeit von s und ¢, dass
s <% t gilt, aber die Umkehrung gilt nicht. Dies wird an dem TES R = {b — ¢,b — a}
deutlich, bei dem a <+ c gilt, obwohl die beiden Terme nicht zusammenfiihrbar sind. Wir
miissen uns also auf TESe beschrénken, bei denen die Ersetzungsrelation —% diese Eigen-
schaft hat, die man allgemein fiir Relationen formulieren kann. Sie geht auf Church und

Rosser zuriick, die diese Eigenschaft fiir den Lambda-Kalkiil untersuchten und bewiesen,
vgl. [CR36, Gie05].

Definition 3.3.14 (Zusammenfiihrbarkeit, Church-Rosser Eigenschaft) Sei — ei-
ne Relation auf einer Menge M. Zwei Elemente s,t € M sind zusammenfithrbar (Schreib-
weise s | t) gdw. es ein ¢ € M gibt mit s —* q <" t.

Die Relation — hat die Church-Rosser Figenschaft gdw. fiir alle s,t € M gilt: Falls
s «* t, dann sind s und t zusammenfiihrbar, d.h., s | t.

Man sagt, ein TES R hat die Church-Rosser Figenschaft gdw. seine Ersetzungsrelation
—r die Church-Rosser Figenschaft hat.

Beispiel 3.3.15 Das TES R = {b — ¢,b — a} aus Bsp. 3.3.13 (¢) besitzt die Church-
Rosser Eigenschaft nicht. So gilt zwar a <+} ¢, denn a <—x b —x c, aber a und c sind nicht
zusammenfiihrbar, denn beide sind Normalformen.

Das TES mit den Regeln (3.1) und (3.2) fiir die Addition besitzt hingegen die Church-
Rosser Eigenschaft. Es gilt z.B. plus(succ(succ(Q)), z) <>% plus(succ(O), succ(z)) und in der
Tat sind die beiden Terme zusammenfiihrbar (vgl. Bsp. 3.3.6).

Um TESe besser auf die Church-Rosser Eigenschaft untersuchen zu kénnen, empfiehlt
es sich, stattdessen die Eigenschaft der Konfluenz zu betrachten, die zur Church-Rosser Ei-
genschaft dquivalent ist. Auf einen Term p sind oft mehrere Auswertungsschritte anwendbar
(d.h. wir haben eine Relation —, bei der p —* s und p —* ¢ fiir geeignete Objekte s,t,p
gilt). Eine Relation — heifit konfluent, wenn es unerheblich ist, welchen der beiden Schritte
man ausfiihrt. Genauer bedeutet Konfluenz, dass sich die beiden “alternativen” Objekte
s und t wieder zusammenfiihren lassen. Man kann dies durch folgendes Bild illustrieren:
Wenn die durchgezogenen Pfeile existieren, folgt daraus die Existenz der gestrichelten Pfeile



und die Existenz eines geeigneten Objekts q.
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Definition 3.3.16 (Konfluenz) FEine Relation — dber einer Menge M heifst konfluent,
wenn fiir alle s, t,p € M gilt:

Wenn p —* s und p —* t,
dann existiert ein ¢ € M mit s —* q und t —* q.

Ein TES R heifit konfluent, wenn die Ersetzungsrelation —x konfluent ist.

Anschaulich bedeutet Konfluenz, dass zwei unterschiedliche “Wege” von p nach s und
von p nach ¢ immer zu einem gemeinsamen “Wegpunkt” q fortgesetzt werden kénnen. Die
Existenz mehrerer Wege von p aus représentiert einen Indeterminismus, denn man kann
ausgehend von p sowohl nach s als auch nach t gelangen. Die Eigenschaft der Konfluenz
gewihrleistet dann, dass solche Indeterminismen beliebig aufgelost werden konnen. Der
folgende Satz zeigt, dass Konfluenz und die Church-Rosser Eigenschaft in der Tat dquivalent
sind.

Satz 3.3.17 (Church-Rosser gdw. konfluent) Fiir alle Relationen — gilt:
— besitzt die Church-Rosser Eigenschaft gdw. — konfluent ist.

Beweis. Sei — zunéchst eine Relation mit der Church-Rosser Eigenschaft. Fiir alle Ele-
mente s,t,p mit s <* p —* ¢ gilt somit s <>* ¢t und daher s | ¢, d.h., es existiert ein ¢ mit
s —* g «<* t. Daher ist — dann konfluent.

Fiir die Riickrichtung sei — konfluent und sei s <>* t. Wir miissen zeigen, dass dann
s und t jeweils zusammenfiihrbar sind. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber
die Anzahl der <»-Schritte zwischen s und ¢. Im Induktionsanfang ist s = ¢ und somit
trivialerweise s | t.

Im Induktionsschluss gilt s <»* s’ <> t und aus der Induktionshypothese folgt s | s’. Es
existiert also ein Element ¢ mit s —* g «* '.

S R s’ “— t



Ansonsten gilt s — t. Wegen ¢ «+* s’ — t folgt aus der Konfluenz von —, dass ¢ | ¢
gilt, d.h., es existiert ein p mit ¢ —* p <* ¢t. Damit ergibt sich s —-* ¢ —* p «<* t, d.h.,
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Man erkennt, dass in dem Beispiel R = {b — ¢,b — a} das Problem daran liegt, dass
der Term b mehrere Normalformen hat. In der Tat folgt aus der Konfluenz, dass jedes
Objekt hochstens eine Normalform hat. Ist die Auswertung dariiberhinaus normalisierend,
so besitzt jeder Term genau eine Normalform. Dies macht deutlich, dass die Konfluenz
generell fiir Programme wichtig ist. Man mdochte, dass das Resultat der Auswertung eines
Programms unabhéngig von der verwendeten Auswertungsstrategie eindeutig ist (vgl. z.B.
die Diskussion iiber “call-by-value” und “call-by-name”-Auswertung bei funktionalen Pro-
grammiersprachen [Gie05]). Sofern man weif}, dass das Programm terminiert (und damit
normalisierend ist), ist die Konfluenz dquivalent zur Eindeutigkeit der Ergebnisse. In Kapi-
tel 5 werden wir daher Verfahren untersuchen, um die Konfluenz automatisch nachzuweisen.

Lemma 3.3.18 (Konfluenz bedeutet eindeutige Normalformen)

(a) Wenn eine Relation — konfluent ist, dann hat jedes Objekt hichstens eine Normal-
form.

(b) Wenn — normalisierend und konfluent ist, dann hat jedes Element genau eine Nor-
malform (d.h., — ist eindeutig normalisierend).

(c) Jede eindeutig normalisierende Relation ist konfluent.
Beweis.

(a) Seit ein Objekt mit den Normalformen ¢; und ¢y. Daraus folgt t —* ¢; und t —* ¢o.
Aufgrund der Konfluenz muss es also ein Objekt ¢ geben mit ¢4 —* ¢ «+* ¢». Da ¢4
und ¢» aber Normalformen sind, folgt ¢; = ¢ = ¢».

(b) Normalisierung bedeutet, dass jedes Objekt mindestens eine Normalform hat, und
Konfluenz impliziert (nach (a)), dass jedes Objekt hochstens eine Normalform hat.
Daher hat bei einer normalisierenden konfluenten Relation jedes Objekt also genau
eine Normalform.

(c) Nun zeigen wir, dass aus der eindeutigen Normalisierung die Konfluenz folgt. Hierzu
sei s <* p —* t. Wir miissen zeigen, dass dann s und ¢ zusammenfiihrbar sind.
Seien ¢; und ¢ die (eindeutigen) Normalformen von s und ¢. Dann sind beide auch
Normalformen von p und aufgrund der Eindeutigkeit folgt ¢; = ¢». Somit haben wir
s = q =q " 1. O



Ohne die Voraussetzung der Normalisierung folgt aus der Konfluenz natiirlich nicht die
eindeutige Normalisierung. So ist das TES mit der Regel a — a natiirlich konfluent, aber
es ist nicht normalisierend.

Bei normalisierenden und konfluenten Relationen — kann man anstelle der Uberfiihr-
barkeit s <* t die Zusammenfiihrbarkeit s | ¢ untersuchen. Dies bedeutet insbesondere,
dass man bei normalisierenden und konfluenten TESen R also nur die Normalformen von s
und ¢ berechnen und iiberpriifen muss, ob sie identisch sind, wenn man s <% ¢ untersuchen
will.

Satz 3.3.19 (Uberfiihrbarkeit und Zusammenfiihrbarkeit) Sei — eine normalisie-
rende und konfluente Relation tiber M und seien s,t € M. Dann gilt s <* t gdw. s =t|.

Beweis. Aus s| = t| folgt trivialerweise s <»* t. Fiir die umgekehrte Richtung folgt aus
s <* t die Zusammenfiihrbarkeit s | t, da die Konfluenz dquivalent zur Church-Rosser
Eigenschaft ist (Satz 3.3.17). Es existiert daher ein Objekt ¢ € M mit s —* ¢ +* t. Da —
normalisierend ist, existiert auch eine Normalform ¢ von ¢. Somit ist ¢| auch Normalform
von s und t. Da aufgrund der Konfluenz Normalformen aber eindeutig sind (Lemma 3.3.18

(b)), folgt s| = ¢ = t]. O

Da aus der Fundiertheit die Normalisierung folgt (Lemma 3.3.11), bedeutet Lemma
3.3.18 (b), dass Normalformen bei fundierten und konfluenten Relationen existieren und
eindeutig sind. Aulerdem fiihrt bei fundierten Relationen jede —-Folge zu dieser Normal-
form. Satz 3.3.19 bedeutet dann, dass man bei terminierenden und konfluenten TESen
s <+% t entscheiden kann, indem man s und ¢ zu ihrer Normalform reduziert. Unser Ziel
ist daher, TESe zu konstruieren, die sowohl terminieren als auch konfluent sind. Deshalb
fithren wir fiir solche TESe einen eigenen Begriff ein.

Definition 3.3.20 (Konvergente TESe)  Ein TES ist konvergent (oder kanonisch),
wenn es terminiert und konfluent ist.

Beispiel 3.3.21 Bei konvergenten TESen R kann man |z als Interpreter fiir das durch
die Gleichungen axiomatisierte Programm verwenden. Fiir jeden Grundterm ¢ erhélt man
durch t] den “Wert” von t. Fiir das Programm aus den beiden plus-Gleichungen (3.1)
und (3.2) kann man also nun plus(2,1) auswerten lassen. Hierzu werden 2 und 1 in die
“rechnerinterne” Darstellung succ?(O) und succ(O) iibersetzt und dann wird fiir den Term
t = plus(succ?(0), succ(O)) die Normalform ¢ berechnet, vgl. Bsp. 3.3.2. Bei konvergenten
TESen ist es dabei unerheblich, welche Regel angewendet wird, falls mehrere anwendbar
sind, und es ist garantiert, dass man nach endlich vielen Schritten die Normalform erreicht.
In unserem Beispiel erhélt man auf diese Weise das Ergebnis succ?®(O), d.h., 3.

Das obige Beispiel zeigt, dass man mit konvergenten TESen “rechnen” kann. Unser Ziel
ist jedoch ehrgeiziger, denn wir wollen auch Beweise fiithren. In der Tat ldsst sich bei konver-
genten TESen unser Beweisverfahren fiir das Wortproblem nun wie gewiinscht durchfiihren,
d.h., konvergente TES sind nicht nur “Interpreter”, sondern auch “automatische Beweiser”



fiir Gleichungen. Um s =¢ t zu untersuchen, benttigt man ein konvergentes TES R, das
aquivalent zu £ ist. Dann kann man das Wortproblem durch folgenden Algorithmus 16sen.
(Wie immer gehen wir hierbei wieder von endlichen Gleichungssystemen £ und TESen R

aus.)

Algorithmus WORTPROBLEM(R, s, t)
Eingabe: Ein konvergentes TES R iiber ¥ und V (dquivalent zu £) und s,t € T(X,V).
Ausgabe: “True”, falls s =¢ t, und sonst “False”.

1. Reduziere s und t auf beliebige Weise mit —% solange wie moglich.
Auf diese Weise entstehen die Normalformen s|, und t|.

2. Falls sl = tlz, dann gib “True” aus.
Sonst gib “False” aus.

Satz 3.3.22 (Uberpriifung des Wortproblems mit TESen)

(a)
(b)

(¢)

Der Algorithmus WORTPROBLEM terminiert.

Falls R dquivalent zum Gleichungssystem & ist, so ist der Algorithmus WORTPRO-
BLEM Fkorrekt.

Existiert zu einem Gleichungssystem ein dquivalentes konvergentes TES, so ist das
Wortproblem tiber diesem Gleichungssystem entscheidbar.

Beweis.

(a)

(b)

Die Terminierung folgt sofort aus der Terminierung von R, da jede Reduktionsfolge
von s und ¢ endlich ist.

Die Korrektheit des Algorithmus folgt aus Satz 3.3.19, da aus der Fundiertheit von
—x die Normalisierung von —g folgt (Lemma 3.3.11) und demnach slp = t|x
genau dann gilt, wenn s <33 t gilt. Dies geniigt fiir die Korrektheit, denn R ist nach
Voraussetzung dquivalent zu € (d.h., s 3% t gdw. s <>% ¢ gdw. s =¢ ¢ nach dem Satz
von Birkhoff, Satz 3.1.14).

Die Entscheidbarkeit folgt sofort aus (b), da wir hierzu den Algorithmus WORTPRO-
BLEM als Entscheidungsverfahren verwenden konnen. Hierzu muss man sich davon
tiberzeugen, dass “Termersetzung”, d.h., das Reduzieren mit Regeln, effektiv (auto-
matisch) durchfithrbar ist. Der Grund ist, dass man effektiv feststellen kann, ob ein
Term ¢ reduzierbar ist. Hierzu muss man die (endlich vielen) Teilterme von ¢ und die
endlich vielen linken Seiten von Regeln aus R untersuchen und jeweils iiberpriifen, ob
der Term aus der Regel den Teilterm von ¢t matcht. Einen Algorithmus, um Matching
automatisch durchzufiithren und entsprechende Matcher zu berechnen, werden wir in
Kapitel 5 kennen lernen. Anschliefend muss man den Teilterm durch die entsprechend
(durch den Matcher) instantiierte rechte Seite ersetzen. O



Beispiel 3.3.23 Wir betrachten wieder die Gleichungen £ zur Axiomatisierung von Grup-
pen, d.h., & = {f(z,f(y,2)) = f(f(z,y), 2),f(z,e) = z,f(z,i(x)) = e}. Bei Ersetzung des
Gleichheitszeichens = durch einen Pfeil — erhélt man ein zu £ dquivalentes TES:

flz,f(y, 2)) — f(f(z,y),2) (33)
f(r,e) — = (3.4)
f(z,i(z)) — e (3.5)

Das obige TES terminiert, d.h., jeder Term besitzt (mindestens) eine Normalform. Wenn
wir wieder untersuchen wollen, ob i(i(n)) =g n gilt, kénnen wir den Algorithmus WORT-
PROBLEM aber nicht benutzen. Das Problem ist, dass sowohl i(i(n)) als auch n bereits
Normalformen sind. Diese sind nicht identisch, obwohl wir bereits in Bsp. 3.1.15 gezeigt
hatten, dass i(i(n)) =¢ n eine wahre Aussage ist.

Das Problem liegt daran, dass das obige TES nicht konfluent ist. Beispielsweise gilt

flz, f(y,i(y))) = f(f(z,),i(y)) und
f(2,f(y,i(y))) — f(z,e) = =,

d.h., f(f(z,v),i(y)) <* x. Die beiden Terme sind aber nicht zusammenfiihrbar, d.h.,
f(f(z,y),i(y)) ¥ . Wenn man daran interessiert ist, welche Aussagen aus einem Glei-
chungssystem folgen, kann man also im allgemeinen nicht einfach dieses Gleichungssystem
als TES verwenden, denn typischerweise ist solch ein TES nicht konvergent. In unserem
Beispiel muss man das obige TES um einige weitere Regeln ergénzen, so dass das TES wei-
terhin dquivalent zu £ und terminierend bleibt, aber zusétzlich auch konfluent wird. Wenn
man beispielsweise die Regel f(f(x,y),i(y)) — = hinzufiigt, sind die beiden Terme natiirlich
zusammenfiihrbar. Insgesamt muss man das obige TES wie folgt vervollstindigen:

f(z,f(y,2)) — f(f(z,y),2) (3.3) fle,z) — = (x3)
f(r,e) — = (3.4) i(i(x)) — =z (x4)
f(z,i(x)) — e (3.5) f(i(x),x) — e (x5)
f(f(z,v),i(y)) — = (*1) f(f(z,i(y),y) — = (x6)
ife) — e (*2) i(f(z,y) — f(i(y),i(x)) (*7)

Dieses TES R ist konvergent und dquivalent zu £. Man kann daher mit diesem TES jede
(Gleichheits-)aussage iiber Gruppen automatisch entscheiden. Fiir die Aussage i(i(n)) =¢ n
ist dies natiirlich trivial, denn mit Regel (x4) gilt i(i(n)) —x n.

Der Nachweis von i(f(i(u), f(v,u))) =¢ f(i(u),f(i(v),u)) ist hingegen aufwendiger. Hier-
zu berechnet man geméifl des Algorithmus WORTPROBLEM zuerst die Normalform von
i(f(i(u),f(v,u))). Hierbei darf man beliebige Reduktionen anwenden.

i(F(i(w), f(v, v))) i(f(z,y)) = f(i(y),i(x)) (+7) o ={z/i(u),y/f(v,u)}
f(i(f (v, u), i*(u)) i(f(z, ) = f(i(y),i(x)) (+7) o ={x/v,y/u}
f(f(i(w).i(v), P(w)  i(i(x) =« (+4) o ={r/u}
F(F(i(w),i(v)), u)

Anschlieend berechnet man die Normalform von f(i(u), f(i(v), u)):

fliw), f(i(v),w)  f(z,f(y, 2)) = f(f(z,9),2) (33) o ={2/i(v),y/i(v),z/u}
F(F(i(w),i(v)), u)




Nun iiberpriift man, ob die beiden Normalformen identisch sind. Da dies hier der Fall ist,
ist damit i(f(i(u), f(v,u))) =¢ f(i(u),f(i(v),u)) bewiesen.

Bei Verwendung eines konvergenten Termersetzungssystems ist der Aufwand zur Un-
tersuchung des Wortproblems nicht mehr notwendigerweise exponentiell (wie in Abschnitt
3.1), denn der Verzweigungsgrad bei der Reduktion ist jetzt 1. Indeterminismen diirfen nun
willkiirlich aufgelost werden, ohne die Beweisbarkeit zu verlieren. Es handelt sich jetzt auch
nicht mehr um ein Suchverfahren, sondern die Giiltigkeit einer Gleichung s =¢ t wird hier
genauso ausgerechnet, wie sich plus(2, 1) ausrechnen lisst. Die Voraussetzung dabei ist, dass
R dquivalent zu dem Gleichungssystem & und konvergent (d.h., terminierend und konflu-
ent) ist. Im Unterschied zum Verfahren von Abschnitt 3.1 handelt es sich hier auch nicht
mehr um ein Semi-Entscheidungsverfahren. Der Algorithmus WORTPROBLEM terminiert
stets, d.h., er kann die Giiltigkeit einer Gleichung entscheiden.

Im Folgenden wird es daher darum gehen, zu einem Gleichungssystem £ ein dquivalentes
und konvergentes TES zu konstruieren, um ein Entscheidungsverfahren fiir das Wortpro-
blem iiber £ zu erhalten. Da das Wortproblem fiir beliebige Gleichungssysteme £ im all-
gemeinen jedoch unentscheidbar ist (vgl. [BN98, Ex. 4.1.3, 4.1.4], [Ave95, Abschnitt 2.4]),
wird dies nicht immer gelingen. Jedoch ist man fiir viele praktisch relevante Gleichungs-
mengen erfolgreich, wie sich im Folgenden herausstellen wird. Zur Losung dieser Aufgabe
gehen wir im Prinzip auf folgende Art und Weise vor:

1. Konstruiere zu der gegebenen Gleichungsmenge £ ein dquivalentes TES R (z.B. durch
Richten der Gleichungen in &).

2. Uberpriife, ob R terminiert. Wenn dies nicht gezeigt werden kann, gibt man mit
Fehlschlag auf.

3. Uberpriife, ob R konfluent ist. Falls ja, so ist R konvergent und zu £ dquivalent. Wir
haben damit ein Entscheidungsverfahren fiir das Wortproblem iiber £ konstruiert und
kénnen das Vorgehen mit Erfolg beenden.

4. Falls nein, so fithren wir einen Vervollstindigungsschritt aus, indem wir R um neue
Regeln ergénzen. Hierbei muss sicher gestellt sein, dass dadurch die Korrektheit von
R erhalten bleibt (d.h., man darf R nur um solche Regeln | — r ergénzen, fiir die
[ =¢ r gilt). Nun geht man zuriick zu Schritt 2.

Das Vorgehen lésst sich durch das Flufidiagramm in Abb. 3.1 verdeutlichen. Es stellen
sich somit folgende Fragen:

I. Wie kann man zu einem TES herausfinden, ob es terminiert? (Kapitel 4)

II. Wie kann man zu einem (terminierenden) TES herausfinden, ob es konfluent ist?
(Kapitel 5)

III. Wie kann man ein terminierendes TES vervollsténdigen, um ein konfluentes (und
dquivalentes) TES zu erhalten? (Kapitel 6)
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Abbildung 3.1: Vorgehen zur Konstruktion dquivalenter konvergenter TESe

Diese drei Fragen werden wir in den néchsten drei Kapiteln untersuchen und automati-
sche Verfahren kennen lernen, um diese Fragestellungen zu bearbeiten. Diese Punkte haben
auch generelle Bedeutung bei der Analyse und Verifikation von Programmen, da dort die
Frage des Terminierungsnachweises, der Eindeutigkeit von Programmen und der automati-
schen Vervollstdndigung unvollstédndiger Programme ebenfalls von grofler Wichtigkeit sind.

Die Frage der Terminierung (I.) ist unentscheidbar (dies entspricht der Unentscheid-
barkeit des Halteproblems). Daher werden wir uns in Kapitel 4 mit hinreichenden Krite-
rien begniigen miissen, um die Terminierung von TESen zu erkennen. Hingegen ist es fiir
terminierende TESe entscheidbar, ob sie konfluent sind. Die Frage II. kann daher immer
automatisch beantwortet werden und wir werden in Kapitel 5 hierzu ein Verfahren ken-
nen lernen. Wenn durch das Richten der Gleichungen ein zwar terminierendes, aber nicht
konfluentes TES Rg entsteht, so fiigt man in einem Vervollstindigungsverfahren (Kapitel
6) neue Regeln hinzu, die die Korrektheit (und damit die Aquivalenz) des TES erhalten.
Dies fiihrt zu einem TES R, das nun wieder auf Terminierung und Konfluenz iiberpriift
wird. Falls Ry wieder terminiert, aber nicht konfluent ist, so fiigt man erneut weitere Regeln
hinzu und erhéalt ein neues TES Rs, etc.

Man erhélt so eine Folge R, R1, Ra, ... von TESen, die alle zu £ aquivalent sind. Es
gibt nun 3 Mdglichkeiten fiir diesen Prozess:

1. Man konnte nach einigen Iterationen ein TES R,, erhalten, das sowohl terminiert als
auch konfluent ist. Dann endet das Verfahren mit Erfolg und man hat ein konvergentes
und zu & dquivalentes TES gefunden.

2. Es konnte sein, dass man bei einem TES R, in der Folge die Terminierung nicht
nachweisen kann. (Dies kann daran liegen, dass es wirklich nicht terminiert oder dass
unsere hinreichenden Kriterien nur die Terminierung nicht nachweisen kénnen.) Nun
bricht man mit Misserfolg ab. Immerhin erkennt man in diesem Fall den Misserfolg
und koénnte z.B. mit einem verbesserten Terminierungstest einen neuen Vervollstéandi-
gungsversuch starten.



3. Schliefflich kann es auch passieren, dass zwar alle R; in der Folge terminieren, man
aber kein konfluentes TES erreicht. Dann terminiert das Vervollstdndigungsverfahren
nicht und in diesem Fall erkennen wir daher die Erfolglosigkeit des Verfahrens auch
nicht.



Kapitel 4

Terminierung von
Termersetzungssystemen

Im vorigen Kapitel wurde ein Entscheidungsverfahren (der Algorithmus WORTPROBLEM)
fiir das Wortproblem iiber einem Gleichungssystem & vorgestellt. Dieses Verfahren ver-
wendet ein zu £ dquivalentes Termersetzungssystem R, das konvergent ist, d.h., es muss
terminieren und konfluent sein. Wie in Abschnitt 3.3 bereits skizziert, benotigt man da-
her insbesondere ein Verfahren, um (automatisch) zu iiberpriifen, ob ein gegebenes TES
terminiert. Aulerdem wird sich herausstellen, dass die Terminierung eines TES auch Vor-
aussetzung fiir das Verfahren zur Uberpriifung der Konfluenz in Kapitel 5 ist.

Die Fragestellung der Terminierung ist dariiber hinaus natiirlich generell bei der Soft-
wareentwicklung von groffem Interesse. Von einem korrekten Programm wird (oftmals) er-
wartet, dass es sein Resultat in endlicher Zeit berechnet und nicht in eine “Endlosschleife”
gerit. Die Terminierungsanalyse ist daher ein wichtiger Bestandteil der Programmuverifi-
kation. In diesem Kapitel werden daher Techniken vorgestellt, um die Terminierung eines
TES automatisch nachzuweisen. Diese Techniken lassen sich dann auch fiir die Terminie-
rungsanalyse von Programmen in anderen Programmiersprachen verwenden, vgl. [Gie03].

Die Terminierung eines Programms oder eines TES héngt direkt mit dem Begriff der
fundierten Relation zusammen, denn ein TES R terminiert gdw. seine Ersetzungsrelation
—x fundiert ist. In Abschnitt 4.1 stellen wir ein grundlegendes Resultat iiber fundierte
Relationen vor, das im Folgenden verwendet wird. Es zeigt den Zusammenhang zwischen
Terminierung und Induktion, wodurch deutlich wird, dass ein Verfahren zur automatischen
Terminierungsanalyse auch benotigt wird, um rechnergestiitzte Induktionsbeweise durch-
zufiihren [Gie03].

Anschlieend betrachten wir in Abschnitt 4.2 ein erstes Verfahren zur Terminierungs-
iiberpriifung bei solchen TESen, bei denen auf den rechten Seiten der Regeln keine Variablen
auftreten. Wahrend hier die Frage der Terminierung entscheidbar ist, lasst sich im allge-
meinen kein Verfahren angeben, das die Terminierung aller TESe entscheiden kann (dies
beruht auf der Unentscheidbarkeit des Halteproblems). Im allgemeinen werden wir uns also
mit einem hinreichenden und unvollstidndigen Verfahren zufrieden geben miissen.

Hierzu entwickeln wir in Abschnitt 4.3 einen Ansatz fiir (automatische) Terminierungs-
beweise, der darauf beruht, die linken und rechten Seiten der Regeln mit Hilfe bestimmter
Relationen zu vergleichen. Eine besonders gut dafiir geeignete Klasse von Relationen, die
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sich automatisch generieren lassen, sind die lexikographische und die rekursive Pfadord-
nung, die in Abschnitt 4.4 vorgestellt werden.

4.1 Noethersche Induktion

Wie erldautert, bedeutet der Terminierungsnachweis, dass man zeigen muss, ob eine be-
stimmte Relation fundiert ist, d.h., ob es keine unendlich absteigenden Folgen mit dieser
Relation gibt. Die Frage, ob eine Relation fundiert ist, stellt sich nicht nur fiir Termi-
nierungsuntersuchungen, sondern sie ist auch nétig, wenn man Induktionsbeweise anhand
dieser Relation durchfiithren will.

Wir haben bereits strukturelle Induktion fiir verschiedene Datenstrukturen (wie natiirli-
che Zahlen, Terme, Stellen, etc.) kennen gelernt. Es stellt sich heraus, dass all diese Beweis-
verfahren Spezialfille eines noch allgemeineren Beweisprinzips (der sogenannten “noether-
schen Induktion”) sind.

Das Induktionsprinzip fiir natiirliche Zahlen besagt, dass es ausreicht, ¢(0) und
Vy € IN. ¢(y) = ¢(y + 1) zu zeigen, um Vo € IN. p(z) zu beweisen. Diese Form der
Induktion wird auch als Peano-Induktion bezeichnet. Analoge Induktionsprinzipien haben
wir fiir die Datenstruktur der Terme und die Datenstruktur der Stellen betrachtet. Im Fol-
genden verwenden wir den Quantor “V” und die Implikation “=" als Kurzschreibweise in
der Metasprache, d.h., in der Sprache, in der wir tber Formeln oder andere Konzepte der
Objektsprache reden. Die bislang verwendeten strukturellen Induktionsprinzipien lauten
dann wie folgt:

e(0O)AN My eN. oly) =ply+1) = VereN. o) (4.1)

VzeV. px) A
(Fh1,rty € TS V). VF €5 plt) A A plts) = (ot 7 0oV el) (42)
ple) AN (Vr' e N*. Vi e N. (') = p(in')) = VreN*. o(r) (4.3)
ple) A (Vr' e N*. Vi e N. o(n') = p(n'i)) = VreN*. o(r) (4.4)

Diese Induktionsprinzipien lassen sich nun verallgemeinern. Zum einen werden wir nicht
nur iiber natiirliche Zahlen, Terme oder Stellen induzieren, sondern iiber beliebige Mengen
M. AuBlerdem werden wir auch weitere Arten des Induktionsschritts einfithren. Im Peano-
Induktionsprinzip wird der Induktionsschritt von y auf y + 1 durchgefiithrt. Mit anderen
Worten, wenn man im Induktionsschluss die Aussage fiir eine Zahl y+1 zeigen will, darf man
als Induktionshypothese voraussetzen, dass die Aussage bereits fiir den direkten Vorgédnger
y gilt.

Wir verallgemeinern dieses Induktionsprinzip jetzt wie folgt: Wenn man im Induktions-
schluss die Aussage fiir ein Objekt m € M zeigen will, so darf man als Induktionshypothese
voraussetzen, dass die Aussage bereits fiir alle solchen Objekte k € M gilt, die kleiner als
m sind. Hierbei muss man natiirlich festlegen, was es bedeuten soll, dass manche Objekte
aus M “kleiner” als andere Objekte aus M sind. Im folgenden Induktionsprinzip darf man
zum Vergleich von Objekten aus M eine beliebige Relation > auf M verwenden; die einzige
Bedingung, die an > gestellt wird, ist, dass sie fundiert ist. Die folgende Definition fiihrt
dieses Induktionsprinzip ein, das nach der Logikerin Emmy Noether benannt ist.



Definition 4.1.1 (Noethersches Induktionsprinzip) Sei = eine fundierte Relation
tiber einer Menge M und sei p(m) eine Aussage iber Objekte m aus M. Fir alle m € M
gelte der folgende Sachverhalt:

Wenn (k) fir alle k € M mit m > k gilt,
: (4.5)

so gilt auch o(m).

Dann gilt die Aussage p(n) fir alle n € M.

Mit der obigen Kurzschreibweise lasst sich das noethersche Induktionsprinzip wie folgt
ausdriicken:

(Yme M. (YVkeM. m>k = ¢k)) = ¢(m)) = VneM. p(n)
Mit der noetherschen Induktion reicht es also, die noethersche Induktionsformel
Vme M. (Vke M. m>=k = ¢k)) = p(m) (4.6)

zu zeigen, wenn Vn € M. ¢(n) bewiesen werden soll.

Man erkennt, dass das Peano-Induktionsprinzip (4.1) ein Spezialfall der noetherschen
Induktion ist. Hierbei wéhlt man als M die natiirlichen Zahlen IN und als > wahlt man
die Relation, bei der m > k fiir zwei natiirliche Zahlen m und k gilt, falls m = k 4+ 1 ist.
Das Peano-Induktionsprinzip fiithrt dabei eine Fallunterscheidung nach m = 0 und m # 0
durch, was zum Induktionsanfang und zum Induktionsschluss fiihrt. Im noetherschen In-
duktionsprinzip verschmelzen Induktionsanfang und Induktionsschritt hingegen zu einer
Formel (4.6). Je nach Wahl der Relation > kann es aus beweistechnischer Sicht giinstig
sein, verschiedene Fallunterscheidungen durchzufiihren. Dies kann dann zu mehreren In-
duktionsformeln fithren. Im allgemeinen bezeichnen wir jene Fille als Induktionsanfang,
bei denen nur Objekte m betrachtet werden, zu denen es keine kleineren Objekte k mit
m > k gibt. Die anderen Fille entsprechen dem Induktionsschluss. Wie iiblich wird die
Teilformel Yk € M. m > k = (k) aus (4.6) als Induktionshypothese bezeichnet.

Bei der Induktion iiber Termen (4.2) wird als fundierte Relation die direkte Teiltermrela-
tion verwendet. Selbstverstédndlich wére es auch moglich, stattdessen die echte Teiltermrela-
tion > zu benutzen, denn diese ist ebenfalls fundiert. Dann hétte man im Induktionsschluss
beim Beweis von ¢(t) die Aussage ¢(q) fiir alle echten Teilterme ¢ von ¢ zur Verfiigung.

Bei den Induktionen {iber Stellen werden zwei verschiedene fundierte Relationen verwen-
det. Im Induktionsprinzip (4.3) benutzt man eine Relation mit m; > my gdw. m = imy fiir
ein ¢ € IN. Im anderen Induktionsprinzip (4.4) setzt man hingegen m; = mo gdw. m = mai
fiir ein ¢ € IN. Diese zweite Relation bedeutet, dass m; > o gilt gdw. die Stelle 7y direkt
oberhalb der Stelle m; liegt. Natiirlich wére es auch moglich, stattdessen die Relation >+
zu verwenden, die ebenfalls fundiert ist. Dann hétte man im Induktionsschluss beim Beweis
von () die Aussage () fiir alle Stellen 79 echt oberhalb von m; zur Verfiigung.

Satz 4.1.2 (Korrektheit der Noetherschen Induktion) Das noethersche Induktions-
prinzip st korrekt.



Beweis. Wir nehmen an, die Induktionsformel (4.5) bzw. (4.6) gélte fiir alle m € M, es
gibe aber ein ng € M, so dass ¢(ng) nicht gilt. Da (4.5) bzw. (4.6) auch fir ny gilt, kann
damit (k) nicht fiir alle & € M mit ny > k zutreffen. Es gibt also ein ny € M mit
no > ni, so dass ¢(ng) ebenfalls nicht gilt. Analog konstruiert man dann auch ein ny € M
mit n; > ngy, so dass p(ny) auch nicht gilt, etc. Insgesamt! erhilt man also eine unendlich
absteigende Folge

Ng ™ Ny > N > ...

Dies widerspricht aber der Fundiertheit von . O

Der néchste wichtige Satz, den wir im Folgenden benotigen, zeigt eine Anwendung der
noetherschen Induktion auflerhalb der natiirlichen Zahlen, Terme oder Stellen.

Satz 4.1.3 (Lemma von Koénig) Ein Baum mit endlichem Verzweigungsgrad, in dem
jeder Pfad endlich ist, besitzt nur endlich viele Knoten.

Beweis. Wir betrachten einen Baum B mit endlichem Verzweigungsgrad, in dem jeder
Pfad endlich ist. Sei M die Menge aller Knoten des Baums und fiir alle m € M sei B,,, der
Teilbaum, der vom Knoten m aufgespannt wird. Weiter sei > eine Relation auf Knoten mit
m > k gdw. k direktes Kind des Knotens m ist. Da jeder Pfad in dem Baum endlich ist,
ist > fundiert. Wir zeigen fiir jeden Knoten n € M die folgende Aussage ¢(n):

“Der von n aufgespannte Teilbaum B, hat nur endlich viele Knoten”.

Da dies dann auch fiir die Wurzel w des Baums gilt und da B = B,, ist, folgt die Behauptung.
Die Aussage Vn € B. p(n) wird durch noethersche Induktion iiber die angegebene
Relation > bewiesen. Wir zeigen also fiir alle m € B:

“Wenn (k) fir alle £ € M mit m = k gilt, so gilt auch ¢(m).”

Anders ausgedriickt, bedeutet dies:

“Wenn fiir alle direkten Kinder £ von m der Baum Bj, nur endlich viele Knoten hat,
dann hat auch B,, nur endlich viele Knoten.”

Man erhdlt |By,| = 14 D} i direktos Kind von m | Bk|- Die Endlichkeit von |By| fiir alle k € K
folgt aus der Induktionshypothese. Da dariiber hinaus der Verzweigungsgrad des Baums
endlich ist, hat m nur endlich viele direkte Kinder k. Somit ist also auch |B,,| endlich. O

4.2 Entscheidbarkeitsresultate zur Terminierung

Bevor wir Techniken entwickeln, um die Terminierung von TESen automatisch nachzuwei-
sen, wollen wir uns zunéchst iiber die Grenzen solcher Verfahren klar werden. Das Hal-
teproblem ist ndmlich in allen Turing-vollstéindigen Programmiersprachen unentscheidbar.
TESe sind eine solche Turing-vollstandige Sprache, denn jedes berechenbare Programm

Formal benétigt man an dieser Stelle das Auswahlariom, da man diese Konstruktion unendlich oft
fortsetzen muss.



kann durch ein TES ausgedriickt werden. Dies bedeutet zum einen, dass TESe in der Tat
einen méchtigen Berechnungsformalismus darstellen und dass Techniken zur Analyse und
Untersuchung von TESen auch fiir andere Programmiersprachen verwendbar sein konnen.
Andererseits bedeutet es aber auch, dass es kein automatisches Verfahren gibt, das die
Terminierung von TESen immer entscheiden kann. Wir miissen uns also mit hinreichen-
den Verfahren zufrieden geben, die moglichst viele terminierende TESe erkennen. Aus dem

Fehlschlag eines solchen Verfahrens kann man dann aber nicht auf die Nicht-Terminierung
des TES schliefen.

Satz 4.2.1 (Unentscheidbarkeit des Halteproblems fiir TESe) Sei R ein TES dber
Y und YV und seit € T(X,V). Das Problem, ob t keine unendliche Reduktion mit —x hat
(Halteproblem), ist unentscheidbar, aber semi-entscheidbar. Das Problem, ob R terminiert
(das universelle Halteproblem, d.h., die Frage, ob alle Terme nur endliche Reduktionen
haben), ist nicht einmal semi-entscheidbar.

Beweisskizze. Fiir jede Turingmaschine TM kann man ein TES R(TM) angeben, das die
Arbeitsweise von TM simuliert (siehe [HL78] bzw. [BN98, Abschnitt 5.1.1]). Damit folgen
die Unentscheidbarkeitsaussagen des Satzes aus der Unentscheidbarkeit des Halteproblems
fiir Turingmaschinen und aus der Tatsache, dass das universelle Halteproblem fiir Turing-
maschinen nicht einmal semi-entscheidbar ist [Her71].

Die Semi-Entscheidbarkeit des Halteproblems lasst sich wie folgt zeigen: Wir konstruie-
ren einen Suchbaum wie in Abschnitt 3.1. Die Wurzel des Baums wird mit ¢ markiert und
jeder Knoten mit der Markierung u hat als Kinder die Knoten mit den Markierungen v fiir
alle Terme v mit u —% v. Aufgrund der Variablenbedingung V(r) C V(I) fiir alle Regeln
[ — r eines TES lasst sich jeder Term nur zu endlich vielen Termen in einem Schritt redu-
zieren. Der Suchbaum hat also einen endlichen Verzweigungsgrad. Der Term ¢ terminiert
gdw. jeder Pfad in dem Baum endliche Linge hat. Aufgrund des Lemmas von Koénig (Satz
4.1.3) bedeutet das also, dass t terminiert gdw. der Suchbaum nur endlich viele Knoten
hat. Das Semi-Entscheidungsverfahren baut also zu ¢t den Suchbaum auf. Dieses Verfahren
terminiert mit Erfolg gdw. ¢t nur endliche Reduktionen mit —% hat. O

Allerdings existiert ein Spezialfall, in dem die Terminierung entscheidbar ist, ndmlich
bei TESen ohne Variablen auf den rechten Seiten der Regeln.

Beispiel 4.2.2 Wir betrachten das folgende TES, das keine Variablen auf den rechten
Seiten seiner Regeln hat.

and(true, true) — true
and(z,false) — false
and(false,x) — and(true, not(true))
not(false) — true
not(true) — and(false, false)



Das TES terminiert nicht, da es z.B. die folgende unendliche Reduktion gibt:

and(false, false) —x and(true, not(true))
—r and(true, and(false, false))
—r and(true, and(true, not(true)))
—R

Zur Entwicklung eines Verfahrens fiir die Terminierungsiiberpriifung solcher Systeme ist
das folgende Lemma hilfreich. Hierbei ist wichtig, dass wir nur endliche TESe R betrachten.

Lemma 4.2.3 (Terminierung von TESen ohne Variablen auf rechten Seiten)

Sei R ein TES, wobei V(r) = & fir allel — r € R gilt. Dann terminiert das TES R gdw.
es keine Regel | — r in R gibt, so dass v —% t fiir einen Term t gilt, der r als Teilterm
enthdlt.

Beweis. Die Richtung “=" ist offensichtlich, denn falls ¢|, = r ist, so erhilt man die
unendliche Reduktion r —73 t = t[r], =% t[t], = t[t[r]:]r =5 - -

Wir zeigen die Richtung “<" durch Induktion {iber die Anzahl der Regeln in R. Hierzu
setzen wir voraus, dass es keine Regel [ — r in R gibt, so dass r —5% ¢ fiir einen Term ¢
gilt, der r als Teilterm enthélt. Falls R leer ist, so ist die zu zeigende Aussage trivial, denn
R terminiert.

Sei nun R # &. Wir nehmen an, R terminiere nicht. Dann existiert ein minimaler Term
t mit unendlicher Reduktion ¢t =ty —x t; —x .... Das bedeutet also, dass die Reduktion
von t nicht terminiert, aber alle seine echten Teilterme haben nur endliche Reduktionen.
(Denn hétte ein echter Teilterm ebenfalls unendliche Reduktionen, so wiirden wir diesen
Teilterm anstelle von ¢ nehmen, etc.) Aufgrund der Minimalitét folgt, dass in der unend-
lichen Reduktion irgendwann einmal ein Auswertungsschritt an der obersten Position €
stattfindet. Es gibt also ein ¢+ € IN mit ¢; = lo und t;,1 = ro fiir eine Regel | — r € R. Da
r keine Variablen besitzt, folgt also ¢;1; = r, d.h., es existiert eine unendliche Reduktion
r =g tizo =R ..., die mit r beginnt. Wir betrachten nun zwei Félle:

(1) Die Regel I — r wird in der unendlichen Reduktion r —% t;19 —% ... nicht verwen-
det. In diesem Fall terminiert bereits das TES R \ {{ — r} nicht. Dies ist aber ein
Widerspruch zur Induktionshypothese.

(2) Ansonsten wird die Regel | — r in der unendlichen Reduktion von r verwendet, d.h.,
es existiert ein j > ¢ + 1 mit r =% t; = t;[lo’]x —x t;[r]x = t;+1. Dies widerspricht
der Voraussetzung. O

Beispielsweise hat das nicht-terminierende System aus Bsp. 4.2.2 die rechte Seite
and(false, false), die zu dem Term and(true, and(false, false)) reduziert werden kann, der diese
rechte Seite als Teilterm enthélt.

Nun kénnen wir ein Verfahren angeben, das die Terminierung bei TESen ohne Variablen
auf rechten Seiten entscheiden kann: Fiir ein TES R = {l; — r1,...,l, = r,} mit V(r;) = &
fiir 1 <1 < n generiert man erst alle Reduktionen der Lange 1, die mit rq,...,r, beginnen,



dann alle Reduktionen der Lénge 2, etc. Die fiihrt man solange durch, bis entweder keine
weiteren Reduktionen mehr moglich sind (in diesem Fall terminiert das TES) oder bis man
einen Term ¢ mit r; —>7§ t gefunden hat, der r; als Teilterm enthélt (in diesem Fall terminiert
das TES nicht). Im Unterschied zu einem entsprechenden Verfahren fiir die Terminierung
allgemeiner TESe (&dhnlich zu dem Suchbaumverfahren aus dem Beweis von Satz 4.2.1) hat
man hier also zwei Einschriankungen:

1. Man muss nicht fiir alle Terme ¢ einen Suchbaum mit den durch Reduktionen erhélt-
lichen Termen konstruieren, sondern nur fiir die (endlich vielen) rechten Seiten der
Regeln des TES.

2. Man kann die Konstruktion der (potentiell unendlichen) Suchbédume abbrechen, so-
bald man im Suchbaum von r; einen Term ¢ findet, der r; als Teilterm enthélt. Es ist
aufgrund von Lemma 4.2.3 sicher gestellt, dass dies stets fiir ein r; der Fall ist, wenn
‘R nicht terminiert.

Algorithmus RIGHT-GROUND-TERMINIERUNG(R)
Eingabe: FEin TES R ohne Variablen auf rechten Seiten.
Ausgabe: “True”, falls R terminiert und sonst “False”.

LFuR={lL—=r,...lh—=r,}pseiT,={r} 1<i<n

2. Fiir alle i setze T; = {t | s € T}, s = t}.

3. Falls T; = @ fiir alle 4, dann gib “True” aus und breche ab.

4. Falls es ein ¢ und ein t € T} gibt, so dass ¢ > r;, dann gib “False” aus und breche ab.
5. Gehe zu Schritt 2.

Beispiel 4.2.4 Wir betrachten wieder das TES aus Bsp. 4.2.2. In Schritt 1 setzen wir
Ty = {true}, T;, = {false}, T3 = {and(true, not(true))}, Ty = {true}, 75 = {and(false, false)}.

In Schritt 2 ersetzt man die Terme in diesen Mengen durch diejenigen Terme, die
man durch einen Ersetzungsschritt erhélt. So ergibt sich T} = T, = Ty, = @, T3 =
{and(true, and(false, false))}, T5 = {false, and(true, not(true))}.

In Schritt 4 stellt man fest, dass and(true, and(false, false)) % and(true, not(true)) und dass
sowohl false [% and(false, false) als auch and(true, not(true)) % and(false, false) gilt.

Somit erreicht man Schritt 5 und springt zuriick zu Schritt 2. Im Folgenden bleiben 77,
Ty und Ty leer und man erhilt T3 = {and(true, false), and(true, and(true, not(true)))} und
Ts = {and(true, and(false, false)) }.

In Schritt 4 bemerkt man nun, dass der Term and(true, and(true, not(true))) aus 73 die
urspriingliche rechte Seite and(true, not(true)) als Teilterm enthélt. Ebenso enthélt der Term
and(true, and(false, false)) aus 75 die zugehorige rechte Seite and(false, false). Somit gibt der
Algorithmus “False” aus und terminiert.

Satz 4.2.5 (Entscheidbarkeit der Terminierung) Sei R ein TES, wobei V(r) = &
fiir alle l — r € R. Dann ist entscheidbar, ob R terminiert und der Algorithmus RIGHT-
GROUND-TERMINIERUNG ist ein Entscheidungsverfahren.



Beweis. Wir betrachten zwei Félle. Falls R terminiert, so gibt es nach Lemma 4.2.3
keinen Term ¢ mit r; —7 ¢ und ¢ > r;. Somit gibt der Algorithmus RIGHT-GROUND-
TERMINIERUNG also nicht “False” aus. Aulerdem hat dann kein Term r; unendlich lange
Reduktionen. Da auflerdem der Verzweigungsgrad der Ersetzungsrelation —% endlich ist,
folgt aufgrund des Lemmas von Koénig (Satz 4.1.3), dass die Suchbdume fiir alle r; end-
lich sind. Mit anderen Worten, nach endlich vielen Schritten sind alle 7; = @ und der
Algorithmus terminiert mit der Ausgabe “True”.

Falls R nicht terminiert, so existiert nach Lemma 4.2.3 ein i € {1,...,n} mit r; =5 ¢
und ¢ > r;. Nach endlich vielen Schritten gilt also ¢ € T; und der Algorithmus terminiert
mit der Ausgabe “False”. O

4.3 Terminierung mit Reduktionsrelationen

Nachdem wir ein Entscheidungsverfahren fiir die Terminierung bei TESen ohne Variablen
auf rechten Seiten kennen gelernt haben, wollen wir nun wieder den Fall allgemeiner TESe
untersuchen. Aufgrund der Unentscheidbarkeit des Halteproblems (Satz 4.2.1) wird jedes
automatische Verfahren unvollstindig sein. Unser Ziel ist aber natiirlich, ein Verfahren zu
entwickeln, das zumindest bei vielen praktisch interessanten TESen (und Programmen) die
Terminierung nachweisen kann.

Eine Grundidee, um die Terminierung eines TES R (bzw. die Fundiertheit der Erset-
zungsrelation —x ) nachzuweisen, ist der Ansatz, eine fundierte Relation > zu finden, in der
die Ersetzungsrelation enthalten ist. Mit anderen Worten, wir suchen nach einer Relation
>, so dass fiir alle Terme s,t aus s —x t jeweils s = t folgt. Offensichtlich ist dies fiir die
Terminierung hinreichend, d.h., aus der Fundiertheit von > folgt dann die Fundiertheit von
—R-

Das Ziel ist hierbei, eine solche Relation > automatisch zu finden. Allerdings gibt es
natiirlich im allgemeinen unendlich viele Terme s und ¢, so dass s —x t gilt. Es ist daher
automatisch nicht moglich, fiir all diese Terme zu untersuchen, ob dann auch wirklich s > ¢
folgt.

Wir miissen daher versuchen, diese Eigenschaft schon durch Betrachtung von nur endlich
vielen Termpaaren s, ¢ sicherzustellen. Die Ersetzungsrelation —x ist ja durch die (endlich
vielen) Regeln festgelegt, denn es gilt s —% ¢ genau dann, wenn s|, = lo und t = s[ro],
fiir eine Regel | — r € R. Wir verlangen daher

[ >~ r fiir alle Regeln [ — r € R. (4.7)

Diese Forderung alleine stellt natiirlich noch nicht sicher, dass auch wirklich aus s —x ¢
folgt, dass dann auch s > t gilt.
Als Beispiel betrachten wir das TES mit der Regel

endless(x) — endless(succ(z)).

Eine fundierte Relation, die die Bedingung (4.7) erfiillt, ldsst sich bei diesem TES leicht
angeben. Die Bedingung endless(x) > endless(succ(x)) wird z.B. von der Relation erfiillt,



bei der s > t genau dann gilt, wenn s = endless(z) und ¢ = endless(succ(z)) ist. Dennoch
terminiert der Algorithmus endless natiirlich nicht.

Der Grund fiir dieses Problem ist, dass bei der Auswertung ja eine Instanz lo der linken
Seite [ durch die entsprechende Instanz ro der rechten Seite ersetzt wird. Man muss daher
zusétzlich sicherstellen, dass aus [ > r jeweils auch lo = ro folgt. Die Relation = muss also
stabil, d.h., abgeschlossen unter Substitutionen, sein.

Wenn man auch die Stabilitdt von > fordert, dann l&sst sich die Terminierung des
endless-TES nicht mehr falschlicherweise “beweisen”. Mit anderen Worten, es gibt keine
fundierte und stabile Relation >, die endless(x) > endless(succ(z)) erfiillt. Der Grund
ist, dass fiir jede stabile Relation mit endless(x) > endless(succ(x)) auch endless(z) >
endless(succ(x)) > endless(succ(succ(z))) > ... gelten wiirde, was der Fundiertheit wider-
spricht.

Ein Beispiel fiir eine fundierte Relation, die auch stabil ist, ist die echte Teiltermrelation
>>. Hier gilt s >t gdw. ¢ ein echter Teilterm von s ist. Dann folgt aber auch so > to fiir
alle Substitutionen o, da dann jeweils to auch ein echter Teilterm von so ist. Die fundierte
Relation —||, die Terme nach der Anzahl der darin vorkommenden Symbole vergleicht, ist
hingegen nicht stabil. Es gilt beispielsweise succ(x) —| y, aber succ(z)o /4 yo fir die
Substitution o = {y/succ(succ(x))}.

Wir benétigen allerdings noch eine weitere Forderung neben der Stabilitdt, um sicher-
zustellen, dass aus (4.7) tatsdchlich s > ¢ fir alle Terme mit s —x ¢ folgt. Als Beispiel
betrachten wir das TES mit der folgenden Regel.

infty(x) — succ(infty(x))

Es existiert eine fundierte und stabile Relation >, die die Bedingung (4.7) fiir dieses TES
erfiillt, d.h., infty(z) > succ(infty(z)). Ein Beispiel ist die Relation >, die zwei Terme nur
nach ihrem &uflersten Funktionssymbol vergleicht. Wir definieren also s > ¢ gdw. s =
infty(...) und ¢ = succ(...). Die Fundiertheit und Stabilitdt der Relation ist offensichtlich.
Dennoch terminiert der Algorithmus infty nicht.

Der Grund ist, dass bei der Ersetzungsrelation die Ersetzung von instantiierten linken
Seiten durch instantiierte rechte Seiten ja fiir beliebige Teilterme moglich ist. Die Stabilitat
von > garantiert [o > ro fiir alle Substitutionen o; wir benttigen aber dariiber hinaus noch
qllo], = q[ro], fiir alle Stellen 7 in allen Termen ¢. Eine Ungleichung wie lo > ro muss
also auch dann noch gelten, wenn [0 und ro in einem beliebigen Kontext auftreten. Die
Relation > muss also auch noch monoton, d.h., abgeschlossen unter Kontexten, sein.

Wenn wir die Monotonie fordern, kann die Terminierung des infty-TES nicht mehr falsch-
licherweise nachgewiesen werden. Es existiert also keine monotone und fundierte Relati-
on >, die infty(x) > succ(infty(z)) erfiillt. Aus der Monotonie folgt ndmlich infty(z) >
succ(infty(z)) > succ(succ(infty(x))) > ..., was der Fundiertheit widerspricht.

Die echte Teiltermrelation ist zwar stabil, aber nicht monoton. Der Grund ist, dass zwar
x ein echter Teilterm von succ(z) ist, d.h., succ(x) > x, aber es gilt nicht infty(succ(x)) >
infty(x), denn infty(x) ist kein Teilterm von infty(succ(x)). Die Relation —| ist hingegen
zwar nicht stabil, aber dafiir monoton. Wenn némlich ¢ weniger Symbole als s enthilt (d.h.
s —|| t), so enthélt auch ¢[t], weniger Symbole als ¢[s],.

Ein Beispiel fiir eine Relation, die sowohl fundiert und stabil als auch monoton ist, ist
die folgende sogenannte Einbettungsordnung.



Definition 4.3.1 (Einbettungsordnung) Fir eine Signatur ¥ ist die Finbettungsord-
nung =emp tber T(X,V) definiert als s »emp t gdw.

i S:f(slv"'75n) und S embtfur elnle{l } oder

o s = f(s1,...,8n), t = f(t1,....t0n), Si =emp ti fiir eini € {1,....,n} und $; =emp t;
fir alle j € {1,...,n} mit j # 1.

Hierbei bezeichnet =, die reflevive Hiille von =y, d.h., die Relation mit s =,y t gdw.
S emp t oder s =t.

Beispielsweise erhalten wir also

succ(plus(infty(succ(x)), y)) =emp plus(infty(z), y),

denn es gilt plus(infty(succ(x)),y) =emp plus(infty(z),y). Der Grund ist, dass y >¢mp y und
infty (succ(x)) >cmp infty(z) gelten (denn wir haben succ(z) =cmp © Wegen x = ).

Lemma 4.3.2 (Eigenschaften der Einbettungsordnung) Die Finbettungsordnung
=emp 1St fundiert, stabil, monoton und transitiv.

Beweis. Die Fundiertheit der Einbettungsordnung ist offensichtlich, da s >, t impli-
ziert, dass t weniger Symbole als s enthélt. (Dies lédsst sich durch eine leichte strukturelle
Induktion iiber s beweisen.) Somit ist >, eine Teilrelation von —; und damit fundiert.

Die Stabilitit zeigt man durch strukturelle Induktion iiber s. Falls s = f(s1,...,$,)
und s; =emp tgilt, so gilt auch s;o0 >, to nach der Induktionshypothese und somit
SO emp to. Falls s = f(s1,...,80), t = f(t1,. .. tn)s Si =emp ti und 85 =y t; fr j # 4,
so folgt aus der Induktionshypothese s;0 >cmp t;o und s;o =cpy tjo fiir j # ¢. Damit gilt
auch so = f(s10,...,8,0) =emp f(t10,...,t,0) = to.

Die Monotonie (d.h., dass aus s =emp t auch q[s|, >emp ¢[t]x folgt), beweist man
durch Induktion iiber den Term ¢ (bzw. iiber die Stelle 7). Im Fall 7 = € ist die Aus-
sage trivial. Ansonsten hat 7 die Gestalt i7’ und ¢ ist f(q1,...,¢q,). Damit gilt ¢[s], =
flan, o G, @[Sl Gigrs -5 Q) =emy f(Q1, -+ Qi1 Giltlers Givs - - -5 Gn) = q[t]x nach der
Induktionshypothese ¢;[s|r >emb ¢[t]

Schliefllich beweisen wir auch die Transitivitit von =.,,,. Hierzu zeigen wir durch struk-
turelle Induktion iiber den Term s, dass aus s >cmp t =emp 7 folgt, dass auch s =cp 7
gilt:

Falls s = f(s1,...,8,) und s; Zemp t fiir ein ¢ gilt, so folgt damit s; =epmp t >=emp 7 und
daher nach der Induktlonshypothese Si »emp 7. Dies ergibt wiederum s = f(s1,...,8,) =emp
r nach der Definition der Einbettungsordnung.

Ansonsten gilt s = f(s1,...,8i,...,8.), t = f(t1,- . tis- o tn), Si emp ti und S5 =epmp
t; fiir alle j # 4. Falls es ein k € {1,. n} mit & >emp T g1bt so folgt nach der Induktions-
hypothese auch s, >emp © und damlt s = f(s1,...,81) =emp r nach der Definition der Ein-
bettungsordnung. Ansonsten gilt r = f(rq, .. ’I“n) und tg Zemp 7 fur alle k € {1,...,n}.
Die Induktionshypothese ergibt s; =cmp 7 und S;j Zemp T; fUr alle j # 4. Daraus folgt
s=f(s1,-.,8n) =emp f(r1,...,10) =7. O

Relationen, die fundiert, monoton und stabil sind, bezeichnet man als Reduktionsrelationen.
Ist solch eine Relation wie »>.,; dariiber hinaus auch noch transitiv, spricht man von



Reduktionsordnungen. (Wie iiblich ist eine Ordnung eine transitive und antisymmetrische?
Relation. Aus der Fundiertheit folgt natiirlich sofort die Asymmetrie? und damit auch die
Antisymmetrie.)

Definition 4.3.3 (Reduktionsrelation und -ordnung) Fine Relation > iber Termen,
die fundiert, stabil und monoton ist, heifst Reduktionsrelation. Eine transitive Reduktions-
relation heiffit Reduktionsordnung.

Mit Hilfe von Reduktionsrelationen ldsst sich nun tatséchlich die Terminierung von
TESen (und damit auch von Programmen) nachweisen. Man muss lediglich untersuchen, ob
fiir alle definierenden Gleichungen die linke Seite jeweils grofier als die rechte ist, vgl. (4.7).
Es handelt sich hierbei nicht nur um ein hinreichendes, sondern sogar um ein notwendiges
Kriterium fiir die Terminierung.

Satz 4.3.4 (Terminierungskriterium mit Reduktionsrelationen [MIN70])
Ein TES R terminiert genau dann, wenn es eine Reduktionsrelation = gibt, so dass | = r
fiir alle Regeln | — r € R gilt.

Beweis.

“«<": Sei > eine Reduktionsrelation, so dass [ > r fiir alle Regeln [ — r» € R gilt. Dann
folgt fiir alle Terme mit s — t auch s > t. Der Grund ist, dass s —x t bedeutet, dass
es eine Stelle 7 in s, eine Substitution o und eine Regel [ — r gibt mit s|, = lo und
t = s[rol,. Aufgrund der Stabilitét von > gilt lo > ro und aufgrund der Monotonie
gilt auch s = s[lo], = s[ro], =t.

Da —% demnach eine Teilrelation von > ist, folgt aus der Fundiertheit von > daher
auch die Fundiertheit von —5.

“=": Sei > die Relation —5. Dann gilt offensichtlich [ > r fiir alle Regeln [ — r € R. Die
Stabilitdt und Monotonie von > folgt aus Lemma 3.1.13 und die Fundiertheit von >
folgt aus der Terminierung von R. O

Sofern man eine zugrunde liegende Reduktionsrelation > verwendet, bei der fiir alle
Terme s,t entscheidbar ist, ob s > t gilt, ergibt sich mit Hilfe von Satz 4.3.4 sofort ein
Verfahren fiir automatische Terminierungsbeweise. Das Terminierungsverfahren untersucht
einfach, ob [ > r fiir alle Regeln | — r des TES gilt. In diesem Fall ist die Terminierung
des TES bewiesen. Obwohl Satz 4.3.4 ja ein hinreichendes und notwendiges Terminierungs-
kriterium darstellt, ist dies aber dennoch ein unvollsténdiges Beweisverfahren. Gibt es also
eine Regel mit [ % r, so kann unser Verfahren keine Aussage iiber die Terminierung des
TES machen. Der Grund ist, dass es ja eine andere Reduktionsrelation =’ geben konnte,
bei der tatsichlich [ =’ r fiir alle Regeln gilt.

Ein Algorithmus zur Entscheidung von s >, t fiir alle Terme s und ¢ lésst sich leicht
angeben, da die beiden Bedingungen von Def. 4.3.1 wie in einem rekursiven Programm

2Eine Relation — heifit antisymmetrisch gdw. aus s — t und ¢t — s folgt, dass s = t gilt.
3Eine Relation — heifit asymmetrisch gdw. es keine Objekte s und ¢ mit s — ¢ und ¢t — s gibt.



abgearbeitet werden konnen. Die Terminierung dieses rekursiven Programms folgt daraus,
dass die rekursiven Argumente (s; und ¢ bei der ersten Bedingung und s; und ¢; bzw. s; und
t; bei der zweiten Bedingung) immer kleinere Terme werden. Die Einbettungsordnung lésst
sich daher als zugrunde liegende Reduktionsrelation in einem Terminierungsverfahren wie
oben skizziert verwenden. Dieses Beweisverfahren ist bereits in der Lage, die Terminierung
einfacher Programme nachzuweisen.

Beispiel 4.3.5 Betrachten wir ein TES zur Subtraktion zweier natiirlicher Zahlen.

minus(z,0) — =
minus(O, succ(y)) — O
minus(succ(z),succ(y)) — minus(z,y)

Wenn wir die Einbettungsordnung >, als zugrunde liegende Reduktionsrelation verwen-
den, so miissen wir nun nachweisen, dass bei jeder Regel die linke Seite grofler als die rechte
ist, d.h.

minus(xz, O) ey T
minus(O, succ(y)) >emp O
minus(succ(x),succ(y)) >emp Minus(z,y)

Dies lésst sich sofort (automatisch) zeigen, so dass die Terminierung des TES bewiesen ist.

Allerdings ist unser Terminierungsverfahren noch recht schwach. Die Terminierung des
plus-TES lésst sich beispielsweise mit der Einbettungsordnung nicht zeigen. Wie {iblich ist
plus durch die folgenden Regeln definiert.

plus(O, y)
plus(succ(z), y)

- Y
— succ(plus(z,y))
Man miisste also die folgenden Ungleichungen beweisen:

pIus(O,y) ~emb Y
plus(succ(z),y) >emp succ(plus(z,y))

Es gilt aber plus(succ(z),y) #emp succ(plus(z, y)), denn succ(plus(z, y)) ist weder in succ(x)
noch in y eingebettet und die beiden Terme haben auch nicht das gleiche duflere Funkti-
onssymbol.

Das Beispiel plus zeigt, dass die Verwendung der Einbettungsordnung eine zu grofle
Einschrinkung ist, um ein praktisch einsetzbares Terminierungsverfahren zu erhalten. Im
néachsten Abschnitt werden wir daher weitere Reduktionsrelationen einfiihren, die ebenfalls
entscheidbar sind und mit denen das Terminierungsverfahren wesentlich leistungsfahiger
wird.



4.4 Simplifikationsordnungen und rekursive Pfadord-
nungen

Die Einbettungsordnung ist ein erster Schritt zur Entwicklung von Reduktionsordnungen,
die zum Terminierungsnachweis geeignet sind. Wie das Beispiel plus zeigt, muss man die-
se Ordnung jedoch noch erweitern, um praktische Beispiele behandeln zu kénnen. Solche
Reduktionsordnungen, die die Einbettungsordnung enthalten, bezeichnet man als Simplifi-
kationsordnungen.

Definition 4.4.1 (Simplifikationsordnung [Der87]) Fine Reduktionsordnung > mit
s =t fiir alle s >=cmp t heifst Simplifikationsordnung.

Man kann zeigen, dass man in dieser Definition die Fundiertheit gar nicht fordern muss,
sondern sie folgt bereits daraus, dass Simplifikationsordnungen die Einbettungsordnung
enthalten. Der genaue Zusammenhang wird im folgenden Satz beschrieben. Hierbei ist Teil
(a) der bekannte Satz von Kruskal [Kru60]. Hierbei ist entscheidend, dass die Signatur X
(d.h., die Menge der Funktionssymbole) endlich ist.

Satz 4.4.2 (Satz von Kruskal)

(a) Fliir jede unendliche Folge von Grundtermen ty,ty,ts, ... existieren i,j € IN mit i < j
und ti __<emb tj.

(b) Jede stabile, monotone, transitive Relation -, die die Teiltermeigenschaft f(xy,...,
xn) = x; fir alle 1 < @ < n erfillt, enthdalt die Einbettungsordnung (d.h., es gilt
~emb g >)~

(c) Jede stabile, monotone, transitive, irreflexive Relation -, die die Teiltermeigenschaft
flzy, ... @) = a; fir alle 1 <i <n erfillt, ist fundiert (und damit eine Simplifika-
tionsordnung).

Beweis.

(a) Fiir den Beweis des Satzes von Kruskal (Teil (a)) wird auf [BN98, Abschnitt 5.4]
verwiesen.

(b) Sei s ¢y t. Wir zeigen s > t durch strukturelle Induktion iiber s.

Falls s = f(s1,...,8,) und s; =¢mp t fiirein i € {1,...,n} gilt, so folgt s; > ¢ aufgrund
der Induktionshypothese. Aus der Teiltermeigenschaft und der Stabilitat von > folgt
s = f(s1,...,8,) = s; und somit ergibt sich s > ¢ aufgrund der Transitivitdt von >.

Sei nun s = f(s1,...,8,), t = f(t1,...,tn), Si =emp t; fiir ein i € {1,...,n} und
S; =emp tj fir alle j € {1,...,n} mit j # i. Aus der Induktionshypothese folgt somit
s; = t; und s; = t; fiir alle j # i. Aufgrund der Monotonie und Transitivitdt von >
erhélt man daher s = f(s1,...,8,) = f(t1,...,tn) = 1.



(¢c) Wir nehmen an, die Relation > sei nicht fundiert. Dann existiert eine unendliche
absteigende Folge von Termen

to =11 =1a = ...

Sei o eine Substitution, die alle Variablen der ¢; durch Grundterme ersetzt (wir ver-
langen stets ¥ # &, d.h., dass Grundterme existieren). Wegen der Stabilitéat von >
gilt dann

t00'>t10'>t20'> ey

wobei alle ;0 Grundterme sind. Aufgrund des Satzes von Kruskal (Teil (a)) gibt es
also i < jmit t;0 <emp tjo. Da <y € < ist (Teil (b)), hat man auch t,0 < t;0. Damit
folgt aufgrund der Transitivitat ¢, > t;o = t;0, d.h., t;0 = t;0 im Widerspruch zur
Irreflexivitdat von >. O

Im Folgenden werden wir Reduktionsordnungen > definieren, die méchtiger als die Ein-
bettungsordnung sind, und bei denen man dennoch weiterhin automatisch iiberpriifen kann,
ob s > t fiir zwei Terme gilt. Um zu beweisen, dass es sich bei einer solchen Relation
tatsdchlich um eine Reduktionsordnung handelt, geniigt es dann jeweils, zu zeigen, dass
> stabil, monoton, transitiv und irreflexiv ist und dariiber hinaus die Teiltermeigenschaft
f(zy,...,x,) = z; erfiillt. Nach dem Satz von Kruskal (bzw. nach Satz 4.4.2 (c)) folgt
daraus dann, dass > eine Simplifikationsordnung und somit auch eine Reduktionsordnung
ist.

Zur Definition einer Ordnung, die die Einbettungsordnung erweitert, miissen wir ins-
besondere angeben, wie man zwei Terme f(sq,...,s,) und f(t1,...,t,) mit dem gleichen
Funktionssymbol vergleichen soll. In der Einbettungsordnung wurde hier s; > ¢; fiir ein ¢
und s; = t; fiir alle j # ¢ gefordert. Diese Forderung lésst sich aber abschwéchen, indem
man stattdessen die Argumente der beiden f-Terme entweder lexikographisch oder als Mul-
timenge vergleicht. Die erste Form des Vergleichs fiihrt zur sogenannten lexikographischen
Pfadordnung und die zweite Form fiihrt zur rekursiven Pfadordnung.

Hierzu werden wir nun zwei Konstruktionstechniken einfithren, mit denen man aus ein-
fachen Ordnungen komplexere Ordnungen konstruieren kann. Die lexikographische Kombi-
nation dient dazu, zwei Relationen auf den Mengen 7 und 75 zu einer Relation auf Paaren
aus 17 X T5 zu kombinieren.

Definition 4.4.3 (Lexikographische Kombination von Relationen)  Sei >; eine
Relation auf der Menge Ty und > eine Relation auf der Menge Ty (d.h., =; C T; x T;).
Dann wird die lexikographische Kombination =149 auf Ty x Ty wie folgt definiert:

(s1,82) >1x2 (t1,t2) gdw. sy =1t oder
(81 = tl und S2 72 tg)

Analog dazu kann man die lexikographische Kombination von mehreren Relationen 1,
>o,...,>=n als die Kombination von =1 mit der lexikographischen Kombination von >,
ooy definteren, d.h.

(S1y-+y8n) =1x.xn (t1,. . ) gdw. es ezistierti € {1,...,n} mit s; =; t;
und s; =t; firl <j <i.



Die n-fache lexikographische Kombination einer Relation = mit sich selbst wird als >},
bezeichnet (d.h., dies entspricht dem obigen Fall, wenn =1 = ... =, ist).

Solch eine Form des Vergleichs heifit deswegen lexikographisch, weil sie (in etwa) der Re-
lation entspricht, nach der Eintrédge in einem Lexikon geordnet sind. (Ein Begriff “c; ...¢,”
steht vor einem anderen Begriff “d;...d,,” im Lexikon, wenn der i-te Buchstabe ¢; des
ersten Worts vor dem i-ten Buchstaben d; des zweiten Worts im Alphabet kommt und die
Buchstaben der beiden Wérter vor dem i-ten Buchstaben gleich sind (d.h., ¢; = d; fiir
alle 1 < j < i). Die Buchstaben hinter dem i-ten Buchstaben kénnen aber in den beiden
Wortern beliebig sein.

Beispiel 4.4.4 Sei > wieder die iibliche “grofler’-Relation auf natiirlichen Zahlen und
sei >, die alphabetische Relation auf Buchstaben. Dann gilt (3,¢) = (2,b), (3,¢) > (3,d),
aber (3,¢) ¥ (4,d) fir die lexikographische Kombination > der beiden Relationen > und
> apn- AuBerdem gilt hans (=apn)i, hugo (=apn )i, kurt.

lex lex

Das folgende grundlegende Resultat zeigt, dass bei der lexikographischen Kombination
von fundierten Relationen die Fundiertheit erhalten bleibt. Hierbei ist es wichtig, dass die
Grofle der Tupel, die mit lexikographischen Relationen verglichen werden, festgelegt ist. Da
> aiph €ine fundierte Relation ist, ist auch die Relation (>q,n)}, zum Vergleich von Wortern
mit n Buchstaben fundiert. Die Relation, die in Lexika verwendet wird, ist hingegen nicht
fundiert, da hier die Worter beliebig lang werden kénnen. Hier gilt z.B.

a > ba > bba > bbba > ...

Satz 4.4.5 (Fundiertheit bleibt bei lexikographischen Kombinationen erhalten)
Sei =1 eine Relation auf der nicht-leeren Menge Ty und =, eine Relation auf der nicht-
leeren Menge Ty. Dann sind =1 und >o fundiert gdw. ihre lexikographische Kombination
>—1x2 fundiert ist.

Beweis. Wir zeigen zuerst die “<="-Richtung. Sei >y fundiert. Falls >; nicht fundiert

wére, so gibe es eine unendliche Folge ug =1 u; =1 ... Sei v € T, beliebig. Dann folgt
(ug,v) =1x2 (u1,v) =1x2 ... im Widerspruch zur Fundiertheit von >1s.

Wire =5 nicht fundiert, so gébe es eine unendliche Folge vy =5 v1 =5 ... Mit u € T}
beliebig erhélt man dann (u,vg) >1x2 (4,v1) >1x2 ... im Widerspruch zur Fundiertheit
von >1x2.

Nun zeigen wir die “=-"-Richtung, d.h., dass aus der Fundiertheit von >; und >, auch
die Fundiertheit von >4 folgt. Falls es eine unendliche Folge (ug, vo) =1x2 (41,v1) >1x2 - - .
gabe, so wiirde ug =1 u; =1 ... gelten, wobei = die reflexive Hiille von > bezeichnet. Da
> fundiert ist, kann diese Folge nur endlich viele >;-Schritte besitzen. Es existiert also
ein ¢ € IN mit u; = u;; fiir alle 7 > 4. Damit folgt v; > v;11 =2 ... im Widerspruch zur
Fundiertheit von >,. O

Der obige Satz garantiert, dass wir eine fundierte Ordnung > auf Termen zu einer fun-
dierten Ordnung >}, auf n-Tupeln von Termen erweitern kénnen. Dies werden wir nun
benutzen, um eine Ordnung fiir Terminierungsbeweise zu entwickeln, die der Einbettungs-
ordnung deutlich iiberlegen ist.



Die Terminierung des plus-TES lésst sich nicht mit der Einbettungsordnung zeigen, da
plus(succ(x), y) #emp succ(plus(z,y)) gilt. Die Schwiche der Einbettungsordnung liegt also
daran, dass sie Terme mit unterschiedlichen dueren Funktionssymbolen (wie plus und succ)
nur dann miteinander vergleichen kann, wenn der eine Term bereits kleiner oder gleich einem
echten Teilterm des anderen ist. Auch fiir die im Folgenden vorgestellten Relationen reicht
es fiir f(s1,...,$,) > t immer, wenn man zeigen kann, dass s; = t fiir ein ¢ € {1,...,n}
gilt. Man muss aber die Einbettungsordnung nun so erweitern, dass auch ansonsten ein
Vergleich von Termen f(sy,...,s,) und g(t1,...,t,) moglich ist.

Die Hauptidee der im Folgenden vorgestellten Ordnungen ist, Terme aufgrund ihres
ersten Funktionssymbols zu vergleichen und dann auf rekursive Weise anschliefend ihre
Teilterme zu vergleichen. Die Idee hierzu ist daher, dass man auch eine Ordnung 3 auf
Funktionssymbolen einfiihrt. Die Ordnung J wird oft Prédzedenz genannt und gibt die Prio-
ritdt der verschiedenen Funktionssymbole an. Ein Term f(s1, ..., s,) wird nun als grofler als
der Term g(t1,...,t,) betrachtet (d.h., f(s1,...,8.) = g(t1,...,tm)), wenn f 7 g ist. Al-
lerdings muss man zusétzlich dann auch noch fordern, dass der Gesamtterm f(sy,...,s,)
zumindest auch grofler als die Teilterme ty,..., %, ist (d.h., f(si,...,s,) = t; fiir alle
j € {1,...,m}). Der Grund ist, dass man ansonsten keine fundierte Relation erhilt, da
dann sowohl f(x) = g(f(x)) (wegen f 1 g) als auch g(f(z)) = f(x) gelten wiirde (da f(z)
ein echter Teilterm von g(f(x)) ist).

Wenn wir zwei Terme f(sy,...,s,) und f(t,...,%,) mit dem gleichen Funktionssymbol
vergleichen wollen, wurde in der Einbettungsordnung s; > ¢; fiir ein 7 und s; > ¢; fiir alle
j # 1 gefordert. Die zweite Forderung lésst sich aber abschwichen, indem man stattdessen
nun die Tupel (s1,...,$,) und (t1,...,t,) lexikographisch vergleicht. Man verlangt also nach
wie vor s; > t; fiir ein 4, aber s; = t; wird nur fiir die j mit 1 < j < ¢ verlangt. Beispielsweise
wire damit f(succ(O),0) = f(O,succ(O)). Man kann daher auch gleich s; = ¢; fiir alle
1 < j < i verlangen (denn als ¢ kann man einfach die erste Argumentstelle wihlen, wo sich
die beiden Terme unterscheiden).

Allerdings muss man wieder zusétzlich f(si,...,s,) > t; fur alle j € {1,...,n} verlan-
gen (fiir 1 < j < i gilt dies natiirlich trivialerweise). Der Grund ist wieder, dass man ansons-
ten keine fundierte Relation erhilt, da dann sowohl f(succ(O),O) = f(O, f(succ(O),O))
als auch f(O, f(succ(O),0)) = f(succ(O),O) gelten wiirde (da f(succ(O),O) ein echter
Teilterm von f(O, f(succ(O), 0)) ist).* Dies fiihrt zur lexikographischen Pfadordnung.

Definition 4.4.6 (Lexikographische Pfadordnung [KL80]) Fir eine Signatur ¥ und
eine fundierte Ordnung (“Prazedenz”) 1 dber 3 ist die lexikographische Pfadordnung
(LPO) 0 tiber T(3,V) definiert als s >y, t gdw.

o s=f(s1,...,8,) und s; = t flir eini € {1,....,n} oder

o s = f(s1,....80), t = g(t1,....tw), [ 3 g und f(S1,...,5.) >ipo t; fiir alle j €
{1,...,m}  oder

® S = f(Sl,...,Si_l,SZ‘,SZ‘+1,...,Sn), t = f(Sl,...,Si_l,ti,ti+1,...,tn), S; >lp0 tz und
S = f(S1y.uySim1,SisSitls---»Sn) =ipo tj fir alle j € {i+1,...,n}.

“Man beachte, dass man nicht stattdessen s = f(s1,...,8,), t = f(t1,...,tn), 8; = t; fiir ein i und s > ¢;
fiir alle j # i verlangen kann. Das Problem ist, dass man auf diese Weise f(O,succ(O)) = f(succ(O),O) =
f(O,succ(0)) hitte.



Hierbei bezeichnet =i, die reflexive Hiille von >, d.h., die Relation mit s =,, t gdw.
S =ipo t oder s =1.

Der dritte Fall der obigen Definition lédsst sich auch wie folgt schreiben:

o s= f(s1,...,8n), t = f(tr, .. stn), (S1,--ySn) (mipo)ioe (t1y- - ) und s =, t; fir
alle j € {1,...,n}.

Man erkennt also, dass man in der Tat die Argumente von gleichen Funktionssymbolen auf
lexikographische Weise miteinander vergleicht.

Die lexikographische Pfadordnung lésst sich ebenfalls fiir Terminierungsbeweise ver-
wenden, denn da die verwendete Prizedenz T fundiert ist, handelt es sich wieder um eine
Reduktionsordnung. Die Fundiertheit der Prézedenz ist hierbei natiirlich notwendig, um
die Fundiertheit der lexikographischen Pfadordnung zu garantieren. (Da wir nur endliche
Signaturen betrachten und da 1 transitiv ist, ist die Fundiertheit von 1 gleichbedeutend zu
der Trreflexivitdt von 1, die sich natiirlich leicht iiberpriifen ldsst.) Bevor wir zeigen, dass
es sich in der Tat um eine Simplifikations- und damit um eine Reduktionsordnung handelt,
wollen wir die lexikographische Pfadordnung zuerst mit zwei Beispielen illustrieren.

Beispiel 4.4.7 Mit der lexikographischen Pfadordnung kann man die Terminierung vieler
Termersetzungssysteme und Programme zeigen. Betrachten wir das TES mit den Regeln
fiir plus und times.

plus(0,y) —
plus(succ(x),y) — succ(plus(z,y))
times(O,y) — O
times(succ(x),y) — plus(y, times(z,y))

Um seine Terminierung zu beweisen, muss eine Priazedenz 1 gefunden werden, so dass
die folgenden Ungleichungen fiir die zugehorige lexikographische Pfadordnung erfiillt sind.

plus(O,y) >0 ¥ (4.8)
plus(succ(x),y) > succ(plus(z,y)) (4.9)
times(O,y) >, O (4.10)
times(succ(z),y) > plus(y, times(z,y)) (4.11)

Die erste und die dritte Ungleichung (4.8) und (4.10) gelten bereits bei der Einbettungs-
ordnung und somit bei jeder lexikographischen Pfadordnung (denn wir werden in Satz 4.4.9
zeigen, dass jede lexikographische Pfadordnung auch eine Simplifikationsordnung ist). Die
zweite Ungleichung (4.9) kann nur gelten, falls plus J succ ist. Dann reicht es, zu zeigen,
dass plus(succ(x),y) >0 plus(z,y) gilt. Dies folgt jedoch sofort aus succ(z) >, = und
plus(succ(z),y) >ipo y- Die letzte Ungleichung (4.11) erzwingt die Prézedenz times J plus.
Dann ist nur noch times(succ(x),y) >y, y und times(succ(x),y) >y times(x,y) zu zeigen,
was offensichtlich erfiillt ist. Wenn man eine Prézedenz mit times J plus 1 succ wihlt, sind
also die vier Ungleichungen (4.8) - (4.11) erfiillt und damit terminiert das Termersetzungs-
system.



Beispiel 4.4.8 Um die Arbeitsweise des lexikographischen Vergleichs zu verdeutlichen,
betrachten wir als weiteres Beispiel ein TES mit einem modifizierten Additionsalgorithmus.

sum(O,y) — y

sum(succ(z),y) — sum(z,succ(y))
Fiir seine Terminierung sind die folgenden Ungleichungen nachzuweisen:

sum(0,y) ~ipo Y
sum(succ(x),y) >ipo sum(x,succ(y))

Man erkennt, dass diese Ungleichungen bei der Prizedenz sum 1 succ erfiillt sind und dass
sum deshalb terminiert. Die erste Ungleichung gilt bereits bei der Einbettungsordnung und
bei der zweiten Ungleichung wird das erste Argument kleiner (succ(x) >, x) und das
zweite Argument succ(y) auf der rechten Seite ist zumindest kleiner als die gesamte linke
Seite (d.h., sum(succ(x),y) >=ipo succ(y)). Hier miissen die Argumente von sum wirklich
mit einer lexikographischen Ordnung verglichen werden, denn wihrend das erste Argument
kleiner wird (aus succ(z) wird ) wird das zweite Argument grofler (aus y wird succ(y)).

Nun zeigen wir den Satz, der sicher stellt, dass man die lexikographische Pfadordnung
tatsichlich fiir Terminierungsbeweise verwenden kann. Hierbei ist wieder wichtig, dass wir
nur endliche Signaturen betrachten. Zum Beweis verwenden wir den Satz von Kruskal,
d.h., wir zeigen nur, dass >,, stabil, monoton, transitiv und irreflexiv ist und aulerdem
die Teiltermeigenschaft erfiillt. Aufgrund des Satzes von Kruskal (Satz 4.4.2) folgt daraus
auch die Fundiertheit.

Satz 4.4.9 (Eigenschaften der lexikographischen Pfadordnung) Die lezikographi-
sche Pfadordnung =, ist eine Simplifikations- und somit eine Reduktionsordnung.

Beweis. Wir zeigen die Teiltermeigenschaft, Monotonie, Stabilitat, Transitivitdt und Irre-
flexivitat von >,,. Daraus folgt dann gemé&fl Satz 4.4.2, dass >, eine Simplifikations- und
Reduktionsordnung ist.

Teiltermeigenschaft
Es gilt z; >0 @; und somit f(z1,...,2,) > x; fir alle f € Yund alled € {1,...,n}
aufgrund der ersten Bedingung in Def. 4.4.6.

Monotonie
Wir zeigen folgende Aussage:

Falls s >, t, dann q[s]x >0 q[t]x-

Hierzu verwenden wir strukturelle Induktion iiber 7. Im Fall 7 = € ist die Aussage tri-
vial. Im Fall 7 = i’ gilt q[s], = f(q1,. .., @[s]r, .- qn) und q[t]: = f(q, ..., @[t]~,

.+, qn). Aufgrund der Induktionshypothese folgt ¢;[s]x >0 i[t]«. Die erste Bedin-
gung in Def. 4.4.6 impliziert f(q1,...,¢[S|wy -, qn) > g; fir alle j € {i+1,...,n}.
Aus der dritten Bedingung in Def. 4.4.6 ergibt sich also ¢[s], = f(q1,- -, @[S]xrs- -5 @n)
>'lpo f(Qh s aQi[t]ﬂ/’ ] qn) = Q[t]ﬂ



Stabilitat
Wir beweisen die folgende Aussage:

Falls s >=,, t, dann so >, to

Hierzu verwenden wir noethersche Induktion iiber >7 . Wenn wir die Aussage fiir
s und t zeigen wollen, konnen wir sie also fiir alle §’, ¢’ voraussetzen, bei denen
(s,t) 2 (s',t') gilt (d.h., fir (s,¢) mit s > s und fiir (s,¢') mit ¢ > t). Eine
noethersche Induktion iiber diese Relation ist moglich, da >7,, nach Satz 4.4.5 fundiert
ist. Wir betrachten die einzelnen Fille von Def. 4.4.6.

Falls s = f(s1,...,8,) und s; >, t, so folgt aus der Induktionshypothese s;c >, to
und damit so = f(s10,...,5,0) =i to.

Falls s = f(s1,...,8.), t =g(t1,...,tm), f D gund s =, ¢, fiiralle j € {1,...,m}, so
folgt aufgrund der Induktionshypothese so >, tjo und daher so = f(sy0,...,s,0)
—1po (10, ... tmo) = to.

Falls schlieBlich s = f(s1,..., 85, .-+, 8n)s t = f(S1,- -y tis .o tn), Si >ipo t; Und 8 >0
t; fir alle j € {i+1,...,n} ist, so folgt aufgrund der Induktionshypothese s;,0 >, t;0
und jeweils so >, t;o0. Damit erhélt man wiederum so >, to.

Transitivitét
Wir beweisen die folgende Aussage:

Falls s =, t und t >, r, dann s >, r

Hierzu verwenden wir noethersche Induktion iiber >}, .. Wenn wir die Aussage fiir s,
t und r zeigen wollen, diirfen wir sie also fiir alle &', ¢/, ' mit (s,¢,7) >3, (s',¢, 1)
voraussetzen. Die Fundiertheit der Induktionsrelation folgt wieder aus Satz 4.4.5. Wir
betrachten die einzelnen Félle von Def. 4.4.6.

Zunichst untersuchen wir den Fall, dass eine der beiden Ungleichungen s >,, t oder
t =1y 7 aufgrund der ersten Bedingung in Def. 4.4.6 gilt.

o Seis= f(s1,...,8,) und s; =y, tfiireini € {1,...,n}. Aus s; =y t >, 7 folgt
aufgrund der Induktionshypothese s; >, 7. Damit erhélt man auch s >, 7.

e Seinun t = g(t1,...,t,) und t; >y, r firein j € {1,...,m}.
AuBerdem sei s >,, ¢t nicht mit Hilfe der ersten Bedingung aus Def. 4.4.6 ent-
standen. Daraus ergibt sich s >, ;.

Insgesamt erhdlt man also s >, t; =ipo 7, was aufgrund der Induktionshypo-
these s >, 1 ergibt.

Somit verbleiben nun die Fille, bei denen s = f(sy,...,s,), t = g(t1,...,t,) und
r = h(ry,...,m) ist, wobei f J g J h gilt. Aufgrund der Transitivitdt von 3 (denn
T ist eine Ordnung), ist somit f J h. Aulerdem gilt ¢ >, ry, fiir alle k € {1,...,1}.

Falls f 3 hist (d.h., fiir s >, t oder ¢ >, r wurde die zweite Bedingung verwendet),
so folgt aus s >y, t >y 7 aufgrund der Induktionshypothese s >, 7 fiir alle
ke {l,...,l}. Mit der zweiten Bedingung von Def. 4.4.6 ergibt sich s >, 7.



Ansonsten gilt f = g = h und sowohl fiir s >,, ¢ als auch fiir ¢ >, » wurde die
dritte Bedingung verwendet (aufgrund der Fundiertheit von >). Es gibt somit ein i
mit s; = t1,...,8-1 = t;_1 und 8; =y, t; und ein j mit ¢4 = ry,..., ;1 = r;_1 und
tj >ipo 7j. Sel d = min(é, j). Dann gilt sy = ¢, = r1,...,84-1 = t4_1 = rq_1. Falls
d =1 < jist, so gilt sq >po tq = rq und wenn d = j < i ist, so gilt sq = tg >=po Ta-
Falls schlielich d = i = j ist, so ergibt sich sq4 >0 tqa >ipo 7a und aufgrund der
Induktionshypothese s4 >, 74. AuBerdem gilt s >, t >y, 7% und damit aufgrund
der Induktionshypothese s >, rj fiir alle & € {1,...,{}. Daher gilt aufgrund der
dritten Bedingung auch s >, 7.

Irreflexivitit
Wir zeigen, dass fiir alle Terme s jeweils s %, s gilt. Hierzu verwenden wir struktu-
relle Induktion iiber den Term s. Wir betrachten die einzelnen Félle von Def. 4.4.6.

Wir nehmen zuerst an, dass s = f(s1,...,s,) und s; >, s gilt. Aufgrund der Teil-
termeigenschaft und der Stabilitét gilt aber auch s >, s;, wodurch sich aufgrund der
Transitivitat s; >, s; im Widerspruch zur Induktionshypothese ergibt.

Der zweite Fall der Definition 4.4.6 kann nicht verwendet werden, um s >;,, s zu
erhalten, da ansonsten fiir das oberste Funktionssymbol f von s die Beziehung f 3 f
gelten wiirde, was der Fundiertheit von 1 widerspricht.

Wiirde s >, s mit dem dritten Fall der Definition gelten, so miisste es einen Teilterm
s; von s geben mit s; >, s;. Dies widerspricht aber der Induktionshypothese. O

Es ist entscheidbar, ob (bei festgelegter Prézedenz 1) s >, t fiir zwei Terme s und ¢
gilt. Hierzu kann man (wie bei der Einbettungsordnung) ein rekursives Programm angeben,
das einfach die Bedingungen von Def. 4.4.6 abarbeitet.

Fiir ein TES 'R ist es auch entscheidbar, ob es eine Prazedenz 71 auf den Funktionssymbo-
len gibt, so dass fiir die dazugehdrige lexikographische Pfadordnung [ >, r fiir alle Regeln
Il —r € R gilt. (Allerdings ist dies ein NP-vollsténdiges Problem [KN85].) Der Grund ist,
dass wir nur endliche Signaturen X betrachten, so dass alle Moglichkeiten fiir die Definition
der Prazedenz probiert werden konnen. In der Praxis verwendet man natiirlich effizientere
Algorithmen, die mit einer vollig unbestimmten Prézedenz 1 beginnen und sukzessive die
Regeln untersuchen. Nur wenn es eine Regel [ — r gibt, bei der [ =, r nur dann gilt, wenn
ein bestimmtes Funktionssymbol f grofler als ein anderes Symbol g ist, erweitert man die
bislang festgelegte Priazedenz so, dass f 1 ¢ gilt. Die benottigte Prizedenz wird sozusagen
“on demand” ergénzt. Selbstverstindlich muss man hierbei darauf achten, dass sich keine
Zyklen bei der Prézedenz ergeben, d.h., dass die Priazedenz fundiert bleibt. Dies lésst sich
aber leicht automatisch iiberpriifen, da es ja nur endlich viele Funktionssymbole gibt. Wie
die bendtigte Prazedenz sukzessive bei der Bearbeitung der verschiedenen Ungleichungen
festgelegt wird, wurde bereits in Bsp. 4.4.7 deutlich. Entsprechende Algorithmen finden sich
beispielsweise in [DF85, CLMO8].

Damit ergibt sich ein verbessertes Verfahren fiir automatische Terminierungsbeweise:
Fiir ein TES R sucht man nach einer Prizedenz 1 auf der dazugehorigen Signatur, so
dass bei der zugehorigen lexikographischen Pfadordnung die linken Seiten der definierenden
Gleichungen jeweils grofler als die entsprechenden rechten Seiten sind. Gelingt dies, so



terminiert das Programm (nach Satz 4.4.9 und Satz 4.3.4). Ansonsten kann man keine
Aussage iiber die Terminierung von R treffen.

Dieses Verfahren ist deutlich stérker als die Verwendung der Einbettungsordnung. Der
Grund ist, dass jede lexikographische Pfadordnung eine Simplifikationsordnung ist und
daher die Einbettungsordnung in jeder lexikographischen Pfadordnung enthalten ist.

In Def. 4.4.6 findet der lexikographische Vergleich der Argumente immer von links nach
rechts statt, d.h., wenn s = f(s1,...,8i,...,8,), t = f(t1,...,ti,...,ty) und s; > t; ist,
so verlangen wir s; = t; fiir 1 < j < iund s >, ¢; fiir ¢ < j < n. Selbstversténdlich kénnte
man stattdessen auch einen lexikographischen Vergleich von rechts nach links verwenden.
Die dritte Bedingung in der Definition der lexikographischen Pfadordnung miisste dann wie
folgt gedndert werden:

® S = f(Sl,...,Si,1,8i78i+1,...,8n), t = f(t17---’ti717ti’8i+1’---78n)’ S; >'lpo tl und
S = f(Sl, e o3 Si—1,Siy Sit1,y - - .,Sn) >lp0 tj fiir allej S {]_, S ,i — ]_}

Diese Variante der lexikographischen Pfadordnung ist z.B. nétig, wenn man die Termi-
nierung des folgenden TES nachweisen will.

pred(O) — O

pred(succ(z)) — =

minus(z,0) — =
minus(z, succ(y)) — minus(pred(z),y)

Die Ungleichungen, die aus den ersten drei Regeln entstehen, werden bereits von der Ein-
bettungsordnung erfiillt. Fiir die letzte Regel miissen wir jedoch

minus(z, succ(y)) >, minus(pred(z), y)

nachweisen. Wenn man die Argumente lexikographisch von links nach rechts vergleicht, ist
dies nicht moglich, da x %, pred(z) gilt. Bei der Variante der lexikographischen Pfadord-
nung, die von rechts nach links vergleicht, gelingt dieser Beweis jedoch bei der Prézedenz
minus 7 pred, da wir dann succ(y) >, y und minus(x,succ(y)) >, pred(z) haben. Das
obige Programm terminiert daher.

Neben dem lexikographischen Vergleich von links nach rechts und von rechts nach links
sind natiirlich auch alle anderen Permutationen der Argumente moglich. Um auch die Ter-
minierung von Programmen nachzuweisen, die sowohl einen Algorithmus wie sum (fiir den
man die Argumente von links nach rechts vergleichen muss) als auch einen Algorithmus
wie minus enthalten (fiir den man von rechts nach links vorgehen muss), kann man jedes
Funktionssymbol mit einem sogenannten Status versehen, der angibt, auf welche Weise die
Argumente dieses Funktionssymbols verglichen werden sollen. Der Status von sum wére
dann die Permutation (1,2) (da die Argumente in dieser Reihenfolge verglichen werden)
und der Status von minus wire (2, 1).

Es gibt jedoch auch TESe, bei denen es keine Permutation der Argumente gibt, so dass
der lexikographische Vergleich erfolgreich ist.



Beispiel 4.4.10 Wir betrachten die folgende Variante der plus-TES, bei dem die Argu-
mente im rekursiven Aufruf vertauscht wurden.

plus(O0,y) — y
plus(succ(z),y) — succ(plus(y,x))

Fiir die zweite Regel lisst sich keine lexikographische Pfadordnung angeben, so dass die
linke Seite grofler als die rechte Seite wire. Das Problem ist, dass weder das erste noch
das zweite Argument von plus hierbei kleiner wird. Es gilt succ(z) % y und y # « fiir jede
fundierte und stabile Relation >. Das Problem liegt daran, dass in diesen Ungleichungen
die rechte Seite Variablen enthélt, die nicht auf der linken Seite auftreten.

Im obigen Beispiel besteht die Abhilfe darin, dass man die Argumente von plus nicht
als Tupel, sondern als Mengen vergleicht. Dann spielt es keine Rolle mehr, an welcher Ar-
gumentposition ein Argument auftritt. Hierzu fithren wir nun neben der lexikographischen
Pfadordnung eine zweite Simplifikationsordnung fiir automatische Terminierungsbeweise
mit TESen ein.

Im allgemeinen kann ein Funktionssymbol natiirlich mehrere Argumente mit demsel-
ben Wert besitzen. Bei der Datenstruktur der Mengen werden jedoch doppelte Vorkommen
eines Elements ignoriert. Es ist daher sinnvoll, statt Mengen sogenannte Multimengen zu
verwenden. Multimengen unterscheiden sich von Mengen dadurch, dass Elemente mehrfach
vorkommen koénnen (wie bei linearen Listen). Im Unterschied zu Listen ist jedoch die Rei-
henfolge der Elemente unerheblich. Bei Multimengen gilt also {1,1,4} = {1,4, 1} # {1,4}.

Definition 4.4.11 (Multimenge) Sei T eine nicht-leere Menge. Eine ungeordnete end-
liche Folge M von Elementen aus T heifst Multimenge tber T'. Wir bezeichnen die Menge
aller (endlichen) Multimengen diber T mit M(T).

Eine solche Multimenge M ist durch ihre charakteristische Funktion #j;;, : T" — IN
definiert, wobei #(t) die Anzahl der Vorkommen des Elements t in der Multimenge M
angibt. Es gilt alsot € M gdw. #p(t) > 0. Auf Multimengen M, N werden nun die folgen-
den Operationen definiert:

o M =N gdw. #(t) = #n(t) fiir allet € T

M C N gdw. #x(t) < #n(t) fir allet €T

M C N gdw. M C N und M # N
e M UN ist die Multimenge mit #yon(t) = #um () + #n(t) fiir allet € T

o M NN ist die Multimenge mit #nnn () = min(#a(2), #n(t)) fiir allet € T

M\ N ist die Multimenge mit #yp\n(t) = max(0, #r(t) — #n(t)) fir allet € T



Beispiel 4.4.12 Sei M, N € M(IN) mit M = {1,1,4} und N = {1,2,2,4,4,5}. Dann gilt:
e MZNund NZ M
o MUN =1{1,1,1,2,2,4,4,4,5}

MAN ={1,4}

M\ N = {1}
o N\ M =1{2,24,5}

Jede Relation > auf einer Menge 7" kann zu einer Relation >,,,; zwischen Multimengen
von Elementen aus T erweitert werden. Die Idee hierbei ist, dass M =, N gilt, falls N
aus M entsteht, indem einige Elemente von M durch (beliebig viele) >-kleinere Elemente
ersetzt werden.

Definition 4.4.13 (Multimengenrelation) Sei > eine Relation aufT, d.h., = C TxT.
Dann ist die Relation >,y € M(T) x M(T) definiert als M >,y N gdw. es existieren
X, Y € M(T) mit

e OAXCM
e N=(M\X)UY

o fiir jedesy € Y existiert einx € X mit x >y

Beispiel 4.4.14 Fiir M = {3,6,8} und N = {4,5,6,6,7,7} gilt M(>N)mwu N, denn die
Teilmenge X = {3, 8} wird durch die Menge Y = {4,5,6,7, 7} ersetzt und dabei ist in der
Tat jedes Element von Y kleiner als das Element 8 aus X.

Neben der Erweiterung von Relationen auf Tupel von Elementen durch die lexikogra-
phische Kombination haben wir nun auch die Méglichkeit, Relationen auf Multimengen
von Elementen zu erweitern. Ebenso wie bei der lexikographischen Kombination garantiert
auch das obige Konstruktionsprinzip zur Erweiterung von Relationen auf Multimengen,
dass dabei die Fundiertheit erhalten bleibt.

Satz 4.4.15 (Fundiertheit bleibt bei Multimengen erhalten [DM79]) Sei > eine
Relation auf einer Menge T'. Dann gilt: > ist fundiert gdw. >, fundiert ist.

Beweis. Aus der Fundiertheit von »>,,,; folgt offensichtlich die Fundiertheit von »>. Gébe
es namlich eine unendliche absteigende Folge t;, > ¢; > ..., so hétte man nach Definition
von > auch {to} =mu {t1} =mu - - -

Nun zeigen wir, dass aus der Fundiertheit von > auch die Fundiertheit von »,,,; folgt.
Wir nehmen hierzu an, dass es eine unendlich absteigende Folge My = M1 >=mut - - - gibt.
Aus dieser unendlichen Folge konstruieren wir nun einen unendlichen Baum, dessen Knoten
mit Elementen von 7" markiert sind. Der Baum wird so definiert, dass die Elemente entlang
eines Pfades beziiglich > abnehmen, d.h., wenn ein Knoten s das (direkte) Kind ¢ hat, dann



gilt s > t. Der Baum hat aulerdem endlichen Verzweigungsgrad und somit folgt aus dem
Lemma von Konig (Satz 4.1.3), dass er einen unendlichen Pfad besitzt. Dieser unendliche
Pfad ergibt dann aber eine unendliche absteigende >-Folge, was der Fundiertheit von >
widerspricht.

Wir miissen nun angeben, wie wir den unendlichen Baum erzeugen. Hierzu ist es hilf-
reich, bei den Markierungen der Knoten noch ein weiteres Objekt | mit 1 ¢ T zuzulassen.
Wir definieren also 7, = T'U{_L} und markieren die Knoten des zu konstruierenden Baums
mit Werten aus T, . Auch die Relation > wird auf T, erweitert, indem wir ¢t > L fiir alle
t € T definieren. Damit bleibt die Fundiertheit von > offensichtlich erhalten.

Nun geben wir an, wie man sukzessive den unendlichen Baum konstruiert. Im i-ten
Schritt der Konstruktion sind die nicht mit | markierten Blatter des Baums gerade mit den
Elementen von M; markiert. Der initiale Baum (im 0-ten Schritt) hat eine nicht markierte
Wurzel und darunter einen Nachfolger fiir jedes Element aus My. Wenn also My = {3, 6,8}
ist, dann sieht der Baum wie folgt aus:

[]

/N

3] 6] [8]

Da Mj endlich ist, ist der Verzweigungsgrad des initialen Baums ebenfalls endlich.

Da My >, M7 gilt, gibt es endliche Multimengen X und Y wie in Def. 4.4.13. Fiir
jedes y € Y fiigen wir einen neuen Knoten mit der Markierung y hinzu und machen daraus
ein Kind eines bisherigen Blatts x € X mit x > y. Nach Voraussetzung muss es ein solches
x € X geben und nach der Konstruktion war der entsprechende Knoten bisher ein Blatt.
Auflerdem erhilt jeder Knoten x € X ein weiteres Kind mit der Markierung 1. Wenn
M, = {4,5,6,6,7,7} ist, dann ergibt sich X = {3,8} und Y = {4,5,6,7,7}. Der Baum
wird also wie folgt ergénzt:

[]

RN

3] 6 [8]

Dieser Prozess wird dann fiir Ms, M3, ... unendlich oft wiederholt. Der Verzweigungs-
grad bleibt dabei endlich, da alle M; endlich sind. Die Anzahl der Knoten des Baums wéchst
aber in jedem Schritt (da mindestens ein |-Knoten angefiigt wird, selbst dann, wenn Y = &
ist). Aufgrund des Lemmas von Koénig gibt es also einen unendlichen Pfad in dem entste-
henden Baum. Auflerdem werden die Knoten auf jedem Pfad immer beziiglich > kleiner
(sofern man den Wurzelknoten ignoriert). Die Folge der Knotenmarkierungen auf dem un-
endlichen Pfad liefert daher eine unendlich absteigende =-Folge, was der Fundiertheit von




> widerspricht. O

Wenn wir zwei Terme f(sy,...,s,) und f(t,...,%,) mit dem gleichen Funktionssymbol
vergleichen, wurde in der Einbettungsordnung s; > ¢; fiir ein ¢ und s; = ¢; fiir alle j # ¢
gefordert. In der lexikographischen Pfadordnung wurden stattdessen die Argumenttupel

($1,...,8,) und (t1,...,t,) lexikographisch verglichen. Wir definieren nun die rekursive
Pfadordnung (oder “Multimengenpfadordnung”), in der wir stattdessen die Multimenge
der Argumente {si,...,s,} mit der Multimenge {t1,...,t,} vergleichen.

Definition 4.4.16 (Rekursive Pfadordnung [Der82]) Fir eine Signatur ¥ und eine
fundierte Ordnung (“Prézedenz”) 1 dber ¥ ist die rekursive Pfadordnung (RPO) >,,,
iber T(X,V) definiert als s >,po t gdw.

o s=f(s1,...,8,) und s; =ppo t fir eini e {1,....,n}  oder

o s = f(s1,...,8), t = g(t1,...,twm), f T g und f(s1,...,8n) o t; fir alle j €
{1,...,m}  oder

o s=f(s1,...,8n), t = f(ts,....tn) und {s1,..., 80} (=rpo)mu {1, -, tn}.

Hierbei bezeichnet =,,, die reflexive Hille von >,p,, d.h., die Relation mit s >=,,, t gdw.
S =rpo t oder s =t.

Beispiel 4.4.17 Betrachten wir wieder das TES aus Bsp. 4.4.10.

plus(0,y) —
plus(succ(z),y) — succ(plus(y,x))

Mit der rekursiven Pfadordnung léasst sich nun zeigen, dass linke Seiten jeweils grofler als die
dazugehorigen rechten Seiten sind. Fiir die erste Regel ist dies trivial. Fiir die zweite Regel
benétigt man die Préazedenz plus 7 succ und muss dann zeigen, dass plus(succ(z),y) >po
plus(y, z) ist. Dies bedeutet, dass {succ(x),y} (>rpo)mur {y, x} bewiesen werden muss. Hier
wurde die Teilmenge X = {succ(z)} der ersten Multimenge durch die Teilmenge Y = {z}
in der zweiten Multimenge ersetzt. Nach der Definition der Multimengenordnung muss
man also nachweisen, dass es fiir jedes Element aus Y ein dazu grofleres in X gibt. Da
offensichtlich succ(z) =, = gilt, ist damit plus(succ(z),y) >po plus(y, x) bewiesen.

Die rekursive Pfadordnung léasst sich ebenfalls zu Terminierungsbeweisen verwenden,
denn da die verwendete Prézedenz J eine fundierte Ordnung ist, handelt es sich wieder um
eine Simplifikations- und damit eine Reduktionsordnung. Der Beweis davon ist dhnlich zum
Beweis von Satz 4.4.9.

Satz 4.4.18 (Eigenschaften der rekursiven Pfadordnung) Die rekursive Pfadord-
nung =rpo st eine Simplifikations- und somit eine Reduktionsordnung.

Bsp. 4.4.17 zeigt, dass es TESe gibt, bei denen der Terminierungsbeweis mit der rekur-
siven Pfadordnung gefiihrt werden kann, wohingegen der Beweis mit der lexikographischen
Pfadordnung scheitert. Umgekehrt gibt es aber auch viele Beispiele, wo man die lexikogra-
phische Pfadordnung benoétigt und die rekursive Pfadordnung nicht erfolgreich ist.



Beispiel 4.4.19 Betrachten wir noch einmal das Additions-TES aus Bsp. 4.4.8.

sum(O,y) — y

sum(succ(x),y) — sum(z,succ(y))

In Bsp. 4.4.8 wurde die Terminierung mit Hilfe der lexikographischen Pfadordnung ge-
zeigt. Hingegen gelingt der Beweis mit der rekursiven Pfadordnung nicht. Fiir die zweite
Regel miisste man sum(succ(z),y) >po sum(z,succ(y)) und daher {succ(x),y} (>=rpo)mul
{z,succ(y)} zeigen. In diesem Fall wére X die gesamte erste und Y die gesamte zweite Mul-
timenge. Es gibt aber nicht zu jedem Element der zweiten Multimenge ein grofieres Element
in der ersten Multimenge, denn es gilt sowohl succ(z) %, succ(y) als auch y % ,,, succ(y).

Wie bei der lexikographischen Pfadordnung erwihnt, kann man jedes Funktionssymbol
mit einem Status versehen, der angibt, in welcher Reihenfolge seine Argumente lexikogra-
phisch verglichen werden sollen. Das Konzept des Status kann nun so erweitert werden, dass
man die lexikographische und die rekursive Pfadordnung verbindet. Dann gibt es neben den
lexikographischen Status-Moglichkeiten nun auch die Mdoglichkeit, dass der Status angibt,
dass die Argumente eines Funktionssymbols als Multimenge zu vergleichen sind. Die so
entstehenden Ordnungen bezeichnet man als rekursive Pfadordnungen mit Status (RPOS)
>~ rpos- All diese Ordnungen sind wieder Reduktionsordnungen, die die Einbettungsordnung
enthalten (d.h., es handelt sich um Simplifikationsordnungen) und es lisst sich automatisch
iiberpriifen, ob es eine Préazedenz und eine geeignete Wahl fiir den Status der Funktions-
symbole gibt, so dass [ >,,s " fiir alle Regeln | — r gilt, vgl. [Der87, Ste95]. Hiermit erhélt
man also ein noch méchtigeres automatisches Terminierungsverfahren. Die Terminierung
des TES, das sowohl die sum-Regeln aus Bsp. 4.4.19 als auch die plus-Regeln aus Bsp.
4.4.17 enthalt, lasst sich beispielsweise weder mit der lexikographischen noch mit der rekur-
siven Pfadordnung alleine beweisen. Verwendet man hingegen eine rekursive Pfadordnung
mit Status, wobei man die Argumente von sum lexikographisch von links nach rechts und
die Argumente von plus als Multimenge vergleicht, so kann man die Terminierung leicht
(automatisch) zeigen.

Die Frage, ob es eine rekursive Pfadordnung mit Status gibt, mit der man die Terminie-
rung eines gegebenen TES nachweisen kann, ist entscheidbar. Dieses automatische Termi-
nierungsverfahren lasst sich nicht nur fiir TESe verwenden, sondern es lésst sich direkt bei
funktionalen Programmiersprachen einsetzen und auch auf andere (z.B. imperative) Pro-
grammiersprachen erweitern [BG99]. Da die Terminierung von TESen aber unentscheidbar
ist, folgt damit sofort, dass es sich hierbei nur um ein unvollstindiges Verfahren handelt.
Es gibt also TESe, die zwar terminieren, deren Terminierung aber nicht mit rekursiven
Pfadordnungen nachgewiesen werden kann. Ein Beispiel hierfiir ist das folgende System.

plus(succ(succ(z)),succ(y)) — succ(plus(x,succ(succ(y))))
plus(succ(z), succ(succ(y))) — succ(plus(succ(succ(z)),y))

Neben solchen rekursiven Pfadordnungen, wie sie in diesem Abschnitt vorgestellt wur-
den, gibt es aber auch noch andere Arten von Simplifikationsordnungen, die ebenfalls fiir
automatische Terminierungsbeweise eingesetzt werden (z.B. die Knuth-Bendiz Ordnung



[KB70] oder sogenannte Polynomordnungen [Lan79, Gie95]). Mit Polynomordnungen kénn-
te man beispielsweise die Terminierung des obigen Systems nachweisen.

Die Frage, ob die Terminierung mit Hilfe einer Simplifikationsordnung gezeigt werden
kann, ist unentscheidbar [MG95]. Auerdem gibt es dariiber hinaus TESe, die zwar termi-
nieren, bei denen dies jedoch mit keiner Simplifikationsordnung gezeigt werden kann. Ein
einfaches solches System ist folgendes bekannte Beispiel [Der87].

f(f(z)) — fle(f(2)))

Das TES terminiert, da in jedem Reduktionsschritt die Anzahl der nebeneinander stehenden
f-Symbole verringert wird. Mit einer Simplifikationsordnung lésst sich die Terminierung aber
nicht zeigen. Fiir jede Simplifikationsordnung > gilt namlich f(g(f(x))) > f(f(x)) und somit
f(f(z)) # f(g(f(x))) aufgrund der Fundiertheit von .

TESe, deren Terminierung nicht mit Simplifikationsordnungen gezeigt werden koénnen,
sind nicht nur artifizielle Beispiele wie oben, sondern solche TESe treten héufig in der Praxis
auf. Daher gibt es weitere Techniken zum automatischen Terminierungsbeweis (wie z.B. De-
pendency Pairs [AG00]), die auf den bislang vorgestellten Verfahren aufbauen und auch die
Terminierung vieler solcher TESe nachweisen kénnen. Fiir weitere Details hierzu wird auf
die Literatur bzw. auf Vorlesungen oder Biicher iiber automatisierte Programmverifikation
[Gie03] verwiesen.



Kapitel 5

Konfluenz von
Termersetzungssystemen

Wie in Abbildung 3.1 illustriert, bendtigen wir neben Techniken zur Uberpriifung der Ter-
minierung auch ein Verfahren, um die Konfluenz von Termersetzungssystemen zu untersu-
chen. Allgemein sind solche Techniken von Interesse, weil sie verwendet werden kénnen, um
Programme oder Berechnungsformalismen auf ihre Eindeutigkeit zu untersuchen.

Ebenso wie die Terminierung ist auch die Frage der Konfluenz im allgemeinen unent-
scheidbar. Fiir terminierende TESe ist es aber entscheidbar, ob sie konfluent sind. Sofern
wir also bereits die Terminierung eines TES (z.B. mit den Techniken des vorigen Kapitels)
nachgewiesen haben, so lernen wir nun eine Methode kennen, die automatisch herausfin-
den kann, ob das TES konfluent ist. In unserem Vorgehen zur Konstruktion konvergenter
TESe (Abb. 3.1) wird immer zuerst die Terminierung sicher gestellt, so dass die Frage der
Konfluenz hier tatsédchlich entschieden werden kann.

Das Verfahren zur Untersuchung der Konfluenz (ebenso wie das Vervollsténdigungsver-
fahren im néchsten Kapitel) beruht auf der Verwendung der Unifikation. Dariiber hinaus
ist Unifikation von Termen auch in vielen weiteren Bereichen (auBerhalb von Termerset-
zungssystemen) von grofer Bedeutung. Wir stellen daher in Abschnitt 5.1 zuerst einen
Unifikationsalgorithmus vor. Hierbei gehen wir auch darauf ein, wie dieser Algorithmus als
Matchingalgorithmus verwendet werden kann. Matching von Termen wird natiirlich im-
mer bendtigt, um die Termersetzungsrelation zu implementieren. Anschlieend betrachten
wir dann in Abschnitt 5.2 das Verfahren zur Konfluenzuntersuchung (bei terminierenden
TESen). SchlieBlich zeigen wir in Abschnitt 5.3 ein hinreichendes Kriterium, um auch bei
nicht-terminierenden TESen die Konfluenz nachzuweisen. Dieses Kriterium wird insbeson-
dere in der funktionalen Programmierung verwendet.

5.1 Unifikation

Die Frage der Unifikation untersucht, ob es zu zwei Termen s und ¢ eine Substitution o
gibt, so dass so = to gilt. Bislang haben wir immer die Ghiltigkeit von Gleichungen in
Algebren (bzw. in einer Menge von Algebren) untersucht. Dabei bedeutete A = s = t,
dass fiir alle Variablenbelegungen die Terme s und t in der Algebra A gleich gedeutet
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werden. Ebenso bedeutete das Wortproblem s =¢ ¢, dass in allen Modellen A von & bei
allen Variablenbelegungen s und ¢ gleich interpretiert werden. Bislang haben wir also die
Variablen in Termen immer als implizit allquantifiziert betrachtet.

Die Unifikation entspricht hingegen eher einem “Erfiillbarkeitsproblem”. Im allgemeinen
wird hier untersucht, ob es zu einer Algebra A (bzw. einer Menge von Algebren) eine
Substitution o gibt, so dass A = so = to gilt. Je nachdem, welche Algebra A bzw. welche
Menge von Algebren man betrachtet, kann dieses Problem entscheidbar oder unentscheidbar
sein und es existieren jeweils unterschiedliche Unifikationsalgorithmen.

Wir wollen im folgenden die einfachste Unifikationsproblematik untersuchen. Hierbei
wird iiberpriift, ob es eine Substitution ¢ gibt, so dass die Gleichung so = to in allen
Algebren gilt. Mit anderen Worten, man untersucht, ob man durch eine geeignete Sub-
stitution o die beiden Terme s und ¢ syntaktisch gleich machen kann. Beispielsweise ist
das Unifikationsproblem g(f(x),y) =" g(y, f(2)) 16sbar und hat unter anderem die Lésung
o ={x/z,y/f(2)}. Solche Losungssubstitutionen bezeichnet man als Unifikatoren. Die fol-
gende Definition fiihrt die benttigten Begriffe ein, wobei wir im folgenden nicht nur einzelne
Gleichungen, sondern Systeme von Gleichungen als Unifikationsprobleme betrachten.

Definition 5.1.1 (Unifikation) Zwei Terme s und t sind unifizierbar, falls es eine Sub-
stitution o mit so = to gibt. Solch eine Substitution heifst ein Unifikator von s und t.

Fin Unifikationsproblem iber > und V ist eine endliche Menge von Termgleichungen
S={s;="t1,...,8, ="t,} mit s;,t; € T(X,V). Eine Substitution o ist eine Losung oder
ein Unifikator des Unifikationsproblems S gdw. s;o = t;o fir alle 1 <1 < n gilt. Die Menge
aller Unifikatoren von S bezeichnen wir mit U(S).

Wir benotigen die Unifikation, um die Konfluenz von TESen zu iiberpriifen und um
TESe zu vervollstandigen. Unifikation spielt aber auch in anderen Bereichen der Informatik
eine wichtige Rolle. Beispielsweise ist Unifikation der Grundmechanismus bei der Auswer-
tung von logischen Programmen (z.B. in der Sprache PROLOG), vgl. [Gie06]. Aulerdem wird
Unifikation im Bereich des automatischen Beweisens (z.B. fiir den sogenannten Resoluti-
onskalkiil) benotigt. Weiterhin wird Unifikation bei der Implementierung von polymorph
getypten Programmiersprachen zur Typinferenz und -iiberpriifung verwendet, vgl. [Gie05].
Dies ist beispielsweise bei den meisten modernen funktionalen Sprachen wie HASKELL oder
ML der Fall.

Die oben skizzierte Frage der (syntaktischen) Unifikation ist entscheidbar und die Menge
aller Unifikatoren zu einem Unifikationsproblem ldsst sich auf endliche Weise charakteri-
sieren. Im allgemeinen kann ein Unifikationsproblem natiirlich mehrere Unifikatoren ha-
ben. Das obige Unifikationsproblem g(f(z),y) =" g(y,f(z)) hat neben der Lésung o =
{z/z,y/f(2)} 2z.B. auch die Losungen oy = {z/a,y/f(a),z/a}, oo = {x/f(2),y/f(f(2)),
z/f(z)} und o3 = {z/x,y/f(x)}. Die Substitutionen o und o3 sind insofern allgemeiner
als die anderen beiden Substitutionen, da hier nur solche Variablen ersetzt werden, die un-
bedingt ersetzt werden miissen. Man nennt eine Substitution o allgemeiner als eine andere
Substitution oy, wenn o, eine Spezialisierung von o ist, d.h., falls man den Effekt von oy
erhélt, indem man erst ¢ anwendet und anschliefend die Variablen moglicherweise weiter
instantiiert. In der Tat gilt oy = o o &1, wobei d; = {z/a} ist. Ebenso gilt 09 = 0 0 J, mit
dy = {z/f(2)} und o3 = 0063 mit d3 = {z/x}. Die Substitution o ist ein allgemeinster Uni-
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fikator von g(f(x),y) und g(y,f(z)). Wir lassen im Folgenden das Kompositionszeichen “o
oft weg. Dann bezeichnet “0” die Substitution “o04” und man hat tod = (to)d = t(c09).

Definition 5.1.2 (Allgemeinster Unifikator) Fine Substitution o ist allgemeiner als
eine Substitution o' gdw. es eine Substitution § mit o' = o o § gibt. Eine Substitution o
ist allgemeinster Unifikator (engl. most general unifier, mgu) eines Unifikationsproblems S
gdw. o € U(S) ist und o allgemeiner als alle o' € U(S) ist.

In der Tat ist im obigen Beispiel auch o3 ein allgemeinster Unifikator von g(f(x),y) und
g(y,f(2)). Der allgemeinste Unifikator eines Unifikationsproblems ist aber bis auf Variablen-
umbenennungen eindeutig.

Lemma 5.1.3 (Eindeutigkeit allgemeinster Substitutionen) Seien o und o' zwei
Substitutionen. Falls o allgemeiner als o' und o' allgemeiner als o ist, so existiert eine
Variablenumbenennung 0 mit o’ = od. Hierbei wird eine Substitution ¢ als Variablenumbe-
nennung bezeichnet, falls 6 injektiv ist und xd € V fir alle x € V' gilt.

Beweis. Da o allgemeiner als ¢’ und umgekehrt ist, existieren Substitutionen p und p’
mit 0’ = op und o = ¢’p’. Hierbei kann man offensichtlich p so wihlen, dass DOM (p) C
VRAN (o) ist. Hierbei bezeichnet VRAN (o) die Variablen im Range von o, d.h., VRAN (o)
= V({yoly € V}). (Ublicherweise wird beim Range nur yo fiir alle y € DOM () betrachtet;
wir benotigen hier jedoch yo fiir alle y € V.)

Man erhélt o = o'p = opp’ und damit x = zpp’ fiir alle x € VRAN (o). Damit gilt:

zp eV firallex eV (5.1)

Hierzu betrachten wir die beiden Félle x € DOM (p) und x ¢ DOM (p). Fiir x € DOM (p)
gilt © € VRAN(o). Wére zp ¢ V, so wire auch zpp’ ¢ V und somit zpp’ # x. Fiir
x & DOM(p) gilt xp =2 € V.

Auflerdem ist p injektiv auf VRAN (o). Es gilt also

Aus up = vp folgt u = v fiir alle u,v € VRAN (o). (5.2)

Der Grund ist, dass aus up = vp dann auch upp’ = vpp’ folgt. Damit ergibt sich u = upp’ =
vpp = .

Allerdings ist p nicht unbedingt auf ganz V injektiv und somit noch nicht unbedingt
eine Variablenumbenennung. Die Substitution p hat die Gestalt

p= {xl/yl,...,xn/yn}

wobei alle y; Variablen sind (nach (5.1)) und aufgrund der Injektivitét (5.2) sind alle y;
paarweise verschieden. Auerdem gilt DOM (p) = {z1,...,z,} € VRAN (o).

Die Verletzung der Injektivitét liegt daran, dass es Variablen y; geben kann, die nicht in
{z1,..., 2, } auftreten. Dann gilt ndmlich z;p = y; und y;p = y; und somit ist p nicht injek-
tiv. Aus diesem Grund miissen wir p so zu einer Substitution § erweitern (bzw. verdndern),
dass auch solche Variablen y; in den Domain mit aufgenommen werden. Seien y;,, ..., y;,
die Variablen aus {y1,...,¥y,}, die nicht im Domain {zi,...,z,} von p auftreten. Hierbei
seien die y;, paarweise verschieden, d.h., es gibt k solche Variablen y;.



Das bedeutet, dass auch k& Variablen aus {zi,...,z,} nicht in {y,...,y,} auftreten.
Diese Variablen seien z;,,...,2;,. Um p zu eine Variablenumbenennung ¢ zu erweitern,
fiigen wir nun die Variablen y;,,...,v;, dem Domain hinzu. Damit die entstehende Sub-
stitution injektiv wird, miissen wir diese Variablen auf solche Variablen abbilden, auf die
bislang keine Variable aus dem Domain abgebildet wird. Daher werden die neuen Variablen
Yirs- -+, Yi, auf die Variablen z;j,,...,z;, abgebildet. Die genaue Zuordnung von y;, zu z;,
ist unerheblich, solange jedes x;, genau einem y;, zugeordnet wird. Wir definieren daher
z.B.

o= pU {yi1/$j17 s 7yik/xjk} = {xl/yb s 7In/ymyi1/xj17 s 7yik/$jk}'

Um diese Konstruktion an einem Beispiel zu illustrieren, sei o0 = {v/u,w/v} und
o' = {u/v}. Es existieren Substitutionen p und p’ mit ¢/ = op und o = o’p/, némlich
p = {u/v,v/w} und p' = {v/u,w/v}. Die Substitutionen p und p’ sind aber nicht injektiv
und daher keine Variablenumbenennungen. Beispielsweise gilt vp = w = wp und v # w. Fiir
die Substitution p existiert eine Variable y;, (ndmlich w), die zwar fiir eine andere Variable
substituiert wird, aber selbst nicht in DOM (p) auftritt. Ebenso existiert daher auch eine
Variable x;, (némlich ), die bisher nicht auf der rechten Seite eines Substitutionspaars von
p auftritt. Wir bilden daher aus p die Variablenumbenennung 4, indem wir p um das Substi-
tutionspaar w/u ergénzen. So ergibt sich die Variablenumbenennung ¢ = {u/v, v/w, w/u},
fiir die weiterhin ¢’ = o gilt.

In unserem Beweis miissen wir nun die folgenden Aussagen im allgemeinen Fall zeigen:

o' =0 (5.3)
xd eV firallex eV (5.4)
Aus ud = v folgt u = v fiir alle u,v € V. (5.5)

Die Aussage (5.3) ergibt sich, da fiir alle x € VRAN(o) immer z6 = zp gilt. Der
Grund ist, dass sich ¢ von p nur auf den Variablen y;,, ..., y;, unterscheidet. Es gilt jedoch
y;, ¢ VRAN (o), denn ansonsten hétte man z;p = y;, und y;,p = y;, im Widerspruch zur
Injektivitiat von p auf VRAN (o), vgl. (5.2).

Die Aussage (5.4) ergibt sich, da alle z; und alle y; Variablen sind (nach (5.1)). Die Injek-
tivitiat (Aussage 5.5) zeigt man wie folgt: Falls u,v € DOM () sind, so folgt die Aussage dar-
aus, dass die rechten Seiten der Substitutionspaare (d.h., die Variablen 1, ..., y,, ;.. .,
xj,) paarweise verschieden sind. Falls u,v ¢ DOM () sind, so folgt die Aussage trivialer-
weise. Falls nun w € DOM (§) und v ¢ DOM (6) sind, so gilt nach der Definition von ¢ auch
ud € DOM(6) und vé6 = v ¢ DOM(§). Dann kénnen aber ud und vé nicht gleich sein. Der
Fall u ¢ DOM(§) und v € DOM (6) ist analog. O

Im Beispiel gibt es tatséchlich eine Variablenumbenennung ¢ mit o = 030 und o3 = 4,
ndmlich § = {z/z, z/x}.

Es wird sich herausstellen, dass jedes losbare Unifikationsproblem auch allgemeinste
Unifikatoren besitzt. Mit einem allgemeinsten Unifikator o kann man dann die (potenti-
ell unendliche) Menge der Losungen des Unifikationsproblems endlich reprisentieren. Die
Unifikatoren sind gerade alle Spezialisierungen von o, d.h., ¢ und alle Substitutionen, die
weniger allgemein als o sind.



Lemma 5.1.4 (Darstellung der Losungen eines Unifikationsproblems) Sei S ein
Unifikationsproblem tiber ¥ und V und ser o ein allgemeinster Unifikator von S. Dann

gilt U(S) ={od0|6 € SUB(X,V)}.

Beweis. Da o Unifikator ist, gilt fiir alle s = ¢t € S jeweils s¢ = to und somit auch
sod = tod. Andererseits existiert fiir jeden Unifikator ¢’ von S eine Substitution § mit
o' = o). O

Wir fithren nun ein Verfahren ein, das zu einem Unifikationsproblem entscheidet, ob
es losbar ist und gegebenenfalls einen allgemeinsten Unifikator berechnet. Die Idee besteht
darin, das Unifikationsproblem so zu transformieren, bis es in einer “gelosten Form” ist,
aus der man die Losung unmittelbar ablesen kann.

Definition 5.1.5 (Geldste Form eines Unifikationsproblems) Ein Unifikationsprob-
lem S = {x, =" t,...,2, =" t,} ist in geloster Form gdw. die z; paarweise verschiedene
Variablen sind, die in den Termen ty, ..., t, nicht vorkommen. Zu einem Unifikationsprob-
lem in geldster Form wie oben definieren wir die Substitution og = {x1/t1,..., T /ts}.

Der Vorteil von Unifikationsproblemen S in geloster Form ist, dass die entsprechende
Substitution og ein allgemeinster Unifikator ist.

Lemma 5.1.6 (Losung eines Unifikationsproblems in geloster Form) Sei S ein
Unifikationsproblem in geléster Form. Dann ist og ein allgemeinster Unifikator von S,
wobei fir alle Unifikatoren o’ von S jeweils o' = og0’ gilt.

Beweis. Da die x; nicht in den ¢; auftreten, folgt x;05 = t; = t;05, d.h., o5 ist ein Unifikator
von S. Sei nun ¢ ein weiterer Unifikator von S. Zu zeigen ist, dass dann ¢’ = og0’ gilt:
Fiir x; gilt x;0' = t,0' = x;090". Fiir sonstige Variablen z gilt zo' = xog0o’. O

Zur Losung von Unifikationsproblemen geben wir nun ein Verfahren an, um ein Unifika-
tionsproblem in geloste Form zu iiberfithren. Hierzu fithren wir die folgende Transformation
von Unifikationsproblemen ein:

Definition 5.1.7 (Transformation von Unifikationsproblemen) Wir definieren die
folgende Relation = auf Unifikationsproblemen durch vier Transformationsregeln.

Loschen Sw{t="t} = S

Termreduktion SW{f(s1,80) = flt1,.tn) = SU{s1="t1,....80 =" tn}
Vertauschen Sw{t="z} = SUu{z="t}, fallst ¢V
Variablenreduktion S {z ="t} = {uoc="wvo|u="veStu{zr="t},

falls o = {z/t},x € V(t),xz € V(5)

Hierbei bezeichnet W die disjunkte Vereinigung, so dass die bearbeitete Gleichung aus
dem aktuellen Unifikationsproblem (gegebenenfalls) entfernt wird. Die erste Regel 16scht
triviale Gleichungen, die nicht zum Unifikationsproblem beitragen. Die zweite Regel ersetzt
Gleichungen zwischen Termen, die mit demselben Funktionssymbol gebildet werden, durch
die Gleichungen zwischen ihren Argumenten. Die dritte Regel orientiert Gleichungen so,



dass Variablen auf der linken Seite von Gleichungen auftreten. Die Bedingung ¢ & V) ist
hierbei nétig, um eine unendliche Anwendung dieser Regel zu verhindern.

Die letzte Regel verwendet Gleichungen = =7 ¢, die bereits in geloster Form sind, um
diese Teillosung auf den Rest des Unifikationsproblems anzuwenden. Dies ist natiirlich nur
sinnvoll, wenn die Variable x auch noch im restlichen Unifikationsproblem auftritt (ansons-
ten lieBe sich die Regel unendlich oft anwenden). Die Bedingung = ¢ V(t) bezeichnet man
als Occur Check, da sie iiberpriift, ob die Variable x in dem mit ihr zu unifizierenden Term
t vorkommt. Falls dies der Fall wéire und ¢ # x ist, so wéire das Unifikationsproblem nicht
16sbar und man spricht von einem Occur Failure. Der Grund ist, dass bei jeder Substitu-
tion o der Term xo immer ein echter Teilterm von to ist. Ein Beispiel ist das (unlosbare)
Unifikationsproblem x = f(z).

Es gibt insgesamt zwei Griinde, warum ein Unifikationsproblem unlosbar sein kann.
Neben dem Occur Failure gibt es den Clash Failure, der entsteht, wenn zwei Terme mit
verschiedenem fithrendem Funktionssymbol miteinander unifiziert werden sollen. Beispiels-
weise sind f(x) und g(y, z) offensichtlich nicht miteinander unifizierbar.

Beispiel 5.1.8 Das folgende Beispiel illustriert die Arbeitsweise der obigen Regeln, um
das Unifikationsproblem g(f(a), g(x,z)) =7 g(z,g(z,y)) zu losen:

{g(f(a)> g(-T, 1‘)) =" g(-T, g(l‘, y))} = Termreduktion
{f(a) =’ Z, g(l‘, ZL‘) =’ g(ZE, y)} =Vertauschen

{ZL‘ = f(a)7 g(ZL‘, ‘I) =’ g(ZE, y)} ==>Variablenreduktion
{ZL‘ =’ f(a)7 g(f(a 7f(a)) =’ g(f(a)7 y)} = Termreduktion

{.T =’ f(a)>f(a) =’ f(a)a f(a) =’ y} = Léschen

{.T =’ f(a)7 f(a) =’ y} = Vertauschen
{z="f(a),y="f(a)}

Man erkennt, dass auf diese Weise das Unifikationsproblem in geloste Form iiberfithrt wurde.

Mit Hilfe der Transformationsregeln aus Def. 5.1.7 erhélt man direkt einen Unifikations-
algorithmus, vgl. [Rob65, MM82]. Hierzu wendet man auf das zu lésende Unifikationspro-
blem S beliebig Transformationsregeln an, solange dies moglich ist. Hierbei gibt es natiirlich
Indeterminismen, da man z.B. im obigen Beispiel im dritten Schritt auch “Termreduktion”
vor der “Variablenreduktion” hétte anwenden kénnen. Sofern man zum Schluss ein Unifi-
kationsproblem S’ in geloster Form erhilt, so liest man daraus den Unifikator og ab, der
dann auch ein allgemeinster Unifikator fiir das urspriingliche Problem ist. Ist das Resultat
nicht in geloster Form, so ist das Unifikationsproblem nicht 16sbar.

Algorithmus UNIFY(S)
Eingabe: FEin Unifikationsproblem §S.
Ausgabe: FEin allgemeinster Unifikator von S, sofern S losbar ist und sonst “False”.

1. Solange es ein S’ mit S = S’ gibt, setze S := 5" und gehe zu 1.
2. Falls S in geloster Form ist, dann gib og aus.
Sonst gib “False” aus.

Der folgende Satz zeigt die Korrektheit des Verfahrens.



Satz 5.1.9 (Korrektheit des Unifikationsalgorithmus)
Sei S ein Unifikationsproblem.

(a) Die Relation = ist fundiert.
(b) Falls S = S', dann gilt U(S) = U(5’).
(c¢) Falls S losbar und in Normalform beziiglich = ist, dann ist S in geldster Form.

(d) Der Algorithmus UNIFY terminiert und ist korrekt.

Beweis.

(a) Der Fundiertheitsbeweis ist nicht trivial, da durch die “Variablenreduktion” die An-
zahl der Zeichen eines Unifikationsproblems vergrofiert werden kann, wie in Bsp. 5.1.8
deutlich wird.

Wir sagen, eine Variable z ist geldst gdw. sie genau einmal in S auftritt, und zwar
auf der linken Seite einer Gleichung x =’ ¢, wobei z ¢ V(t). Wir zeigen nun die
Fundiertheit von =, indem wir eine Funktion angeben, die jedes Unifikationsproblem
S auf einen Tripel (ny, ng, n3) von natiirlichen Zahlen abbildet.

— nq ist die Anzahl der Variablen in S, die nicht gelost sind
— ng ist die Anzahl der Zeichen in S, d.h. 37 s [s| + [t]

— ng ist die Anzahl von Gleichungen der Form ¢ =’ x in S, wobei t & V.

Zur Illustration betrachten wir noch einmal das Unifikationsproblem aus Bsp. 5.1.8
und untersuchen, wie sich der Tripel (ny, ng, n3) hier verandert.

{g(f(a),g(, ) =" g(=. g(z,))} = Termreduktion  (2,11,0)
{f(a =7 x, g(x, I’) =’ g(x, y)} ==>Vertauschen (27 97 1)
{.T =’ f(a)a g(l’, .T) =" g(a:, y)} = Variablenreduktion (2a 97 0)
{a =" f(a),g(f(a),f(a)) =’ g(f(2),¥)} = Termreduktion (1,12,0)
{.T =’ f(a), f(a) ='f a), (a) =7 y} = Lb&schen (1? 10, 1)
{ZL‘ =’ f(a), f(a) =’ y} ==>Vertauschen (17 67 1)
{z="f(a),y ="f(a)} (0,6,0)

Man erkennt nun, dass aus S = S’ folgt, dass der Tripel, der zu S gehort, grofer
als der Tripel zu S’ beziiglich der Relation (> )3,, ist. Die folgende Tabelle gibt an,
welche Zahlen sich bei den verschiedenen Regeln auf welche Art und Weise verkleinern:

ny N9 N3
Loschen > > =
Termreduktion > >
Vertauschen > = >
Variablenreduktion >



(b)

Wir zeigen U(S) = U(S’) falls S" aus S mit Hilfe der Regel “Variablenreduktion”
entsteht, da die Aussage fiir alle anderen Regeln offensichtlich ist. Da {z =7 t} in
geloster Form ist, ist o = {x/t} nach Lemma 5.1.6 allgemeinster Unifikator dieses
Unifikationsproblems. Fiir alle Substitutionen 6 mit 26 = tf gilt nach dem Lemma
demnach 6 = 6. Damit erhdlt man:

0 cUSw{r="t}) gdw. 20 =1t0und 0 € U(S)
gdw. 20 =t0 und o0 € U(S)
gdw. 260 = tf und uof = vof fiir alle u =" v € S
gdw. 20 =10 und 6 € U({uo =" vo | u ="v € S})
gdw. 0 € U{{uo =" vo |u="ve S} U{x="t})

Wenn S losbar ist, kann es keine Gleichungen f(...) =’ g(...) mit f # g enthal-
ten, da diese Gleichungen dem Clash Failure entsprechen wiirden. S kann auch keine
Gleichungen f(...) =7 f(...) enthalten, da sonst die “Termreduktion”-Regel anwend-
bar wire. Aus s =’ t € S folgt daher s € V oder t € V. Falls s ¢ V, so wiire die
“Vertauschen”-Regel anwendbar. Somit haben alle Gleichungen in S die Form = =7 ¢.
Hierbei gilt ¢ V(t). Der Grund ist, dass ¢ = x nicht moglich ist, da sonst die
“Loschen”-Regel anwendbar wire und = € V(t) bei t # « wiirde dem Occur Failure
entsprechen. Die Variable z kommt dariiber hinaus in keiner anderen Gleichung aus
S vor, da sonst die “Variablenreduktion” anwendbar wire. Somit ist S in gelGster
Form.

Die Terminierung von UNIFY folgt direkt aus Teil (a). Somit berechnet UNIFY(S)
also eine Normalform von S, d.h., ein Unifikationsproblem S” mit S =—* S’, das in
Normalform beziiglich = ist. Durch Induktion iiber die Lénge der Transformation
kann man mit Hilfe von Teil (b) zeigen, dass U(S) = U(S’) ist. Falls S 16sbar ist, ist
U(S) = U(S") # @ und somit ist auch S’ 16sbar. Nach Teil (c) ist daher S in geloster
Form und og ist nach Lemma 5.1.6 allgemeinster Unifikator von S’ und daher auch
von S. Falls S nicht 1osbar ist, ist U(S) = U(S’) = @. Somit kann S’ nicht in geloster
Form sein und der Algorithmus gibt “False” aus. O

Aus diesem Satz erhélt man sofort den bekannten Unifikationssatz, der sich daraus
ergibt, dass UNIFY zu jedem losbaren Unifikationsproblem einen allgemeinsten Unifikator

berechnet.

Korollar 5.1.10 (Unifikationssatz) Wenn ein Unifikationsproblem losbar ist, dann hat
es einen allgemeinsten Unifikator.

Die Effizienz des Algorithmus UNIFY ldsst sich natiirlich noch verbessern, indem man
sofort mit “False” abbricht, sobald ein Occur oder Clash Failure bemerkt wird. Durch
weitere Verbesserungen (insbesondere durch die Représentation der Terme als Graphen)
ldsst sich sogar ein Unifikationsalgorithmus mit linearem Aufwand gewinnen.



Mit Hilfe des Unifikationsalgorithmus UNIFY lésst sich auch sofort ein Matchingalgorith-
mus konstruieren. (Aus Effizienzgriinden wird Matching allerdings iiblicherweise getrennt
von der Unifikation implementiert.) Solch ein Algorithmus wird natiirlich benétigt, um
Termersetzung (oder die Auswertung in funktionalen Programmen) automatisch durch-
zufithren. Ein Term s matcht einen Term ¢, falls es eine Substitution ¢ mit so = ¢ gibt.
Im Unterschied zur Unifikation werden hierbei also nur die Variablen der Terme auf linken
Seiten von Gleichungen instantiiert. Auf diesen Variablen ist der Matcher daher eindeu-
tig. Das Matching-Problem l&sst sich daher leicht auf das Unifikationsproblem reduzieren,
indem man die Variablen in ¢ einfach als Konstanten betrachtet. Dies ldsst sich zum Bei-
spiel erreichen, indem man alle Variablen x in ¢ zuerst durch neue Konstanten c, ersetzt,
dann s und die Modifikation von ¢ unifiziert und hinterher die Konstanten im berechneten
Unifikator wieder durch die urspriinglichen Variablen ersetzt.

Algorithmus MATCH(s, t)
Eingabe: Zwei Terme s und ¢.
Ausgabe: FEin Matcher o mit so = t, sofern ein solcher existiert und sonst “False”.

.Sei 0 ={z/c, |z € V(t)}, wobei ¢, neue Konstanten sind.

. Berechne UNIFY ({s =" t0}).

. Falls UNIFY das Resultat “False” liefert, so gib “False” aus und brich ab.

. Falls UNIFY das Resultat {x;/t1,...,z,/t,} liefert, so gib {z1/t,...,x,/t]} aus.
Hierbei entsteht ¢, aus ¢;, indem alle in Schritt 1 eingefiihrten Konstanten c,
durch die jeweilige Variable = ersetzt werden.

=~ N

Das folgende Beispiel zeigt die Arbeitsweise des Matching-Algorithmus.

Beispiel 5.1.11 Um den Matcher von g(x,y) und g(f(z),z) zu finden, wird zunéchst die
Substitution 0 = {z/c,} auf g(f(x),z) angewendet. Anschliefend versucht man, die Ter-
me g(x,y) und g(f(c;), ¢;) zu unifizieren. Hierbei ergibt sich der (allgemeinste) Unifikator
{z/f(cy),y/c.}. Der Algorithmus MATCH gibt daher {z/f(x),y/z} zuriick.

5.2 Lokale Konfluenz und kritische Paare

Unser Ziel ist es, fiir ein Termersetzungssystem die Konfluenz automatisch zu iiberpriifen.
Allerdings ist die Konfluenz eines TES im allgemeinen nicht entscheidbar (siche z.B. [BN98,
Abschnitt 6.1]). Im Folgenden geben wir jedoch ein Kriterium an, mit dem man die Konflu-
enz dennoch oftmals nachweisen kann. Hierzu schwichen wir die Forderung der Konfluenz
etwas ab, indem wir nicht mehr verlangen, dass sich alle Indeterminismen p —* s und
p —* t (nach beliebig vielen Schritten) zusammenfiihren lassen, sondern indem wir nur
noch fordern, dass sich Indeterminismen p — s und p — t nach einem Schritt wieder
zusammenfiihren lassen.

Definition 5.2.1 (Lokale Konfluenz) FEine Relation — tiber einer Menge M heifst lokal
konfluent, wenn fiir alle s, t,p € M gilt:



Wenn p — s und p — t,
dann existiert ein q € M mit s —* q und t —* q.

Ein TES R heifit lokal konfluent, wenn die Ersetzungsrelation —x lokal konfluent ist.

Ahnlich zur Konfluenz kann man auch die lokale Konfluenz mit Hilfe eines Diagramms
verdeutlichen. Die Bedeutung ist wieder wie folgt: Wenn die durchgezogenen Pfeile exis-
tieren, folgt daraus die Existenz der gestrichelten Pfeile und die Existenz eines geeigneten

Objekts q.
/p\
S /t

Trivialerweise ist jede konfluente Relation auch lokal konfluent. Die Umkehrung gilt
jedoch nicht:

Beispiel 5.2.2 Sei R = {b — a,b — ¢,c — b,c — d}. Dies lésst sich durch folgendes Bild
veranschaulichen:

Man hat den Indeterminismus b —% a und b —% c, aber diese beiden Terme konnen
wieder zusammengefiihrt werden, denn es gilt ¢ =% a. Ebenso hat man auch den Indeter-
minismus ¢ —x b und ¢ =% d, aber auch diese beiden Terme lassen sich durch b —7 d
wieder zusammenfiithren. Das TES ist also lokal konfluent. Es ist aber nicht konfluent, denn
wir haben b —% a und b =% d; die beiden Terme a und d sind aber Normalformen und
lassen sich daher nicht mehr zusammenfiihren.

Beispiel 5.2.2 zeigt, dass die Forderung nach lokaler Konfluenz im allgemeinen zu schwach
ist, um die Konfluenz zu garantieren. Fordert man jedoch noch zusétzlich die Fundiertheit
der Relation — (bzw. die Terminierung des TES), so ist lokale Konfluenz hinreichend fiir
Konfluenz. Dies ist das fundamentale Diamond Lemma von [New42]. (Der Name des Lem-
mas bezieht sich auf seinen Beweis, in dem eine Art Diamant von Ableitungen konstruiert

wird.)

Satz 5.2.3 (Diamond Lemma, Satz von Newman [New42]) Sei — eine fundierte
Relation tber einer Menge M. Dann ist — konfluent gdw. — lokal konfluent ist.

Beweis. Aus der Konfluenz folgt trivialerweise die lokale Konfluenz. Wir zeigen nun die
Riickrichtung und setzen hierzu voraus, dass — lokal konfluent ist. Fiir alle p € M muss
also folgende Aussage gezeigt werden:

Falls s «<* p —* t, dann s | t. (5.6)



Wie iiblich bedeutet “s | t7, dass s und ¢ zusammenfiihrbar sind, d.h., dass es ein ¢ € M
mit s =% ¢ <" t gibt.

Wir zeigen (5.6) durch Induktion iiber p. Hierzu benutzen wir noethersche Induktion
und verwenden — als Induktionsrelation. Dies ist moglich, da — nach Voraussetzung fun-
diert ist. Wenn wir (5.6) fiir p zeigen wollen, so diirfen wir es also fiir alle p’ mit p — p/
voraussetzen.

Wir betrachten nun die “kritische Situation” s <* p —* t. Falls s = p ist, so folgt
s —* t und damit s | . Ebenso folgt bei p = t, dass t —* s und damit s | ¢ gilt. Ansonsten
haben die beiden Reduktionsfolgen s <* p und p —* t beide mindestens die Lénge 1 und
somit existieren s und ¢’ mit

N\
e X,

Aufgrund der lokalen Konfluenz gibt es also ein Objekt u mit s’ —* u «<* ¢/, d.h.,

/ p
S/ \ t/
N /
/ Nk * g \
N 7/
N\ 4
S U t

Da p — & gilt, ist das Objekt s’ “kleiner” in der Induktionsrelation als p. Die Eigen-
schaft (5.6) darf daher fiir s aufgrund der Induktionshypothese vorausgesetzt werden. Mit
anderen Worten, wenn man von s’ aus in beliebig vielen Schritten zu zwei verschiedenen

Objekten (wie s und u) kommt, so gibt es ein Objekt v, zu dem diese beiden Objekte
zusammenfiihrbar sind. Man erhélt also

/P
S/ \t/
N 7
/ NEES *x \
AN 7/
N

S U t

SchlieBlich gilt auch p — t/, d.h., das Objekt t' ist ebenfalls “kleiner” als p in der Induk-
tionsrelation. Da v «+* t/ —* t gilt, folgt daher aus der Induktionshypothese, dass v und ¢



zusammenfiihrbar sind, d.h., es existiert ein Objekt ¢ mit v —* g <* t.

/p
S/ \\t/
N /
/ N * \
N /
\ 4

S U t
N v/ /s
Nk * /
N v s
N\ 4 % 7
v s
\ 7/

Nk /s
N 7/

\ 4
q

Damit erhélt man also s —* ¢ <* ¢, d.h., s und ¢ sind zusammenfiihrbar. Das hierbei
entstandene Diagramm #hnelt (entfernt) einem Diamanten; daher der Name des Satzes. O

Mit dem Diamond Lemma kann der Konfluenztest “lokalisiert” werden. Man muss al-
so nur bei Verzweigungen nach einem Schritt zeigen, dass sie wieder zusammenfiihrbar
sind. Das Diamond Lemma garantiert dann, dass dies auch bei Verzweigungen nach belie-
big vielen Schritten moglich ist. Dieses Resultat ist insbesondere dann von Vorteil, wenn
die Relation — endlich darstellbar ist (wie bei (endlichen) Termersetzungssystemen). Wir
werden nun zeigen, dass dort die lokale Konfluenz entscheidbar ist. Wenn man also die
Terminierung sicher gestellt hat, ist dann sogar die Konfluenz entscheidbar. Im Rahmen
unseres generellen Vorgehens (Abbildung 3.1), bei dem ja zunéchst die Terminierung iiber-
priift wird, kann also die Konfluenz nun in der Tat bestimmt werden. Es gibt dariiber
hinaus Kriterien, die auch fiir die Konfluenz bei nicht-terminierenden Regeln hinreichend
sind (dies ist insbesondere bei funktionalen Programmen wichtig). Hierzu sei auf Abschnitt
5.3 verwiesen.

Nach dem Diamond Lemma miissen wir bei terminierenden TESen also lediglich die
lokale Konfluenz untersuchen, d.h., wir miissen alle kritischen Situationen der Form

p
I —ly \quu
S t

iiberpriifen und feststellen, ob man s und t jeweils zusammenfiihren kann. Leider gibt
es natiirlich im allgemeinen unendlich viele Terme und daher auch unendlich viele solche
kritischen Situationen. Um die (lokale) Konfluenziiberpriifung automatisch durchfithren zu
konnen, miissen wir uns daher auf endlich viele kritische Situationen beschrénken. Unser Ziel
ist also, eine derartige endliche Menge von kritischen Situationen zu finden, so dass aus der
Zusammenfiihrbarkeit von diesen kritischen Situationen bereits die Zusammenfiihrbarkeit
aller kritischen Situationen und damit die lokale Konfluenz folgt.



Hierzu analysieren wir die verschiedenen Moglichkeiten, an welchen Stellen die Termer-
setzungsregeln bei einer kritischen Situation angewendet werden. Wir gehen davon aus,
dass der Schritt p —x s mit Hilfe der Regel I; — r; an der Stelle 771 mit der Substitution
o1 durchgefiihrt wurde. Der Term p lasst sich daher grafisch wie folgt veranschaulichen.

S\

l

01

Analog dazu wurde bei dem Schritt p —x t die Regel [ — 75 an der Stelle mo mit der
Substitution oy verwendet. Wir haben also

® p|r, = lioy und s = plrioq].,
® p|r, = lroy und t = p[raos)n,

Wir unterscheiden nun die verschiedenen Moglichkeiten, an welcher Stelle sich die Po-
sitionen 7; und 7y in dem Term p befinden kénnen. Wir wollen also analysieren, wie die
beiden Redexe [101 und l309 miteinander interagieren bzw. ob die Reduktion des einen Re-
dex den anderen Redex zerstéren kann. Nur in diesem Fall kann dies zu einer Verletzung
der Konfluenz fiihren.

Fall 1: Die Stellen m; und 7, sind voneinander unabhéngig, d.h., 7 L7

In diesem Fall liegen die beiden Stellen nicht iibereinander. Es gilt also weder my >+
noch m; >N+ mo. In diesem Fall ist die Reduktion von p zu s bzw. zu t unkritisch, denn man
hat

o p= p[llal]m [1202]@
o 5= p[rioi]r [l202)r,
ot = p[llal]m [7“20'2]7&

e s —p gund t = g mit ¢ = p[rio1], [reos]



Somit lassen sich s und ¢ in einem Schritt zusammenfithren. Grafisch lasst sich diese
Situation folgendermafien verdeutlichen:

p
1 Up)
1101 ZQUQ
lh—nr lo = 1o
S t
1 79 T T2
1071 lQO’Q llo—l 2072
lg — T2 ll — T
q
1 D)
101 7202

Man erkennt also, dass solche Situationen nicht betrachtet werden miissen, um die lokale
Konfluenz nachzuweisen, da hier die entstehenden Terme immer zusammenfiihrbar sind.

Als Beispiel betrachten wir wieder unser Gruppen-TES.

f(z,f(y,2)) — f(f(z,y),2)
f(z,e) — =
— e

f(z,i(x))

Hier haben wir die kritische Situation f(e, f(x,e)) <% f(f(z,i(x)), f(z,e)) —=r f(f(z,i(z)), x).
Die Reduktionen finden hier an den Positionen 1 und 2 statt. Da 112 gilt, sind solche Terme
aber immer zusammenfiithrbar und es gilt:



/
f(e, f(z,e))
\

Fall 2: 7; liegt iiber my (7w >N+ 1)

f(f(z i<x>>,f<xe>>\
/(x,i<x>>,x>
(e.2)

f

Der 3. Fall, in dem m, iiber 7y liegt, ist hierzu analog, so dass wir nur diesen zweiten Fall
betrachten. Nun gilt mo = m7 fiir eine Position 7 (wobei m = € moglich ist), d.h., p hat
folgende Gestalt:

Loy

a0y \

Anstelle der kritischen Situation s <—x p —x t betrachten wir nun nur die kritische
Situation s|r, g plr, —r t|r,. Falls sich s|,, und ¢|;, zusammenfiihren lassen, so lassen
sich (da die Ersetzungsrelation unter Kontexten abgeschlossen ist) auch s und ¢ zusam-
menfiihren. Wir haben nédmlich

e p = pllioi]x = pllio1[laoa]x]r,

o 5= p[rio]n,

o &= p[ra02]n, = pllioi[raoo]r]m,
und daher

® plr, = hoy = Loi[l200)x

o 5|, =rio

o t|y, = lio1[ra09],

Falls es ein ¢ mit s|,, =% q <% t|r gibt, so folgt damit auch s —% p[q]r, <5 t nach
Lemma 3.1.13, d.h., s und ¢ sind dann ebenfalls zusammenfiihrbar.



Wir treffen nun eine Fallunterscheidung danach, wie weit die beiden Redexe ;07 und
ly09 voneinander entfernt sind. Wir wissen ja, dass ly01|, = ly09 ist. Die Frage ist nun, wie
tief die Stelle 7 in [y0; liegt, d.h., ob 7 eine Stelle von [ ist, an der keine Variable steht,
oder ob 7 im “Substitutionsteil” liegt.

Fall 2.1: [y0, liegt im Substitutionsteil, d.h., 7 € Occ(l;) oder l;|, € V

Hier wird also der Teilterm p|, zwar von ly gematcht, aber 1 “versteckt” diesen Teil des
Terms in einer Variable und “tréagt” ihn bei der Ersetzung von ;07 durch rio; “weiter”.
Die Regel I — ry kann daher nach dieser Ersetzung immer noch angewendet werden.

Genauer folgt in diesem Fall also, dass l; an einer Stelle 7’ eine Variable x hat und =
unterhalb von 7’ liegt (7 = 7’ ist ebenfalls moglich). Es gilt also 7 = 7'7” mit 7’ € Oce(ly)
und /4| € V (hierbei ist 7”7 = € moglich). Diese Situation ldsst sich durch folgendes Bild
veranschaulichen:

Der Redex l505 ist demnach durch die Anwendung der Substitution o; auf x entstanden,
denn zoq | = lyoy. Der Term [0 enthilt also den Redex ly05 unterhalb aller Stellen, an
denen in [, die Variable x auftrat. Die Regel [ — 7y ist daher so oft anwendbar, wie x in [;
vorkam. Wenn = n-mal in [; auftrat, so entsteht bei (einmaliger) Anwendung von ly — 79
auf unseren urspriinglichen Term p|,, = ljoy ein Term t|,,, auf den die Regel lo — 7
noch (n — 1)-mal angewendet werden muss. Hierdurch ergibt sich schlielich ein Term l;0”,
auf den die andere Regel [; — r; angewendet werden kann. Falls r; die Variable z m-mal
enthielt, so muss die Regel l; — 75 nun auch m-mal auf den Term s|,, = rjo; angewendet
werden, der durch Anwendung von l; — r; aus p|,, = ly0;1 entstand. Auf diese Weise lassen
sich s|,, und t|;, zu r10’ zusammentfiihren.

Auch in diesem Fall sind die entstehenden Terme also stets zusammenfiihrbar, aber hier-
zu konnen mehrere Reduktionsschritte notwendig sein, da [, und r; mehrfache Vorkommen
der Variablen = enthalten konnen. Insgesamt erhélt man folgende Situation (hier ist ein
Beispiel dargestellt, in dem x dreimal in /; und zweimal in r; auftritt):
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101
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lyo To0 lyo
1y 1,0 2092 2079 209
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Solche Situationen bezeichnet man als “unkritische Uberlappung”, da hier die beiden Ter-
me wiederum immer zusammengefiihrt werden konnen. Fiir die Untersuchung der lokalen
Konfluenz brauchen wir solche Situationen daher nicht zu betrachten.

Zur Illustration dient wieder unser Gruppen-TES und die kritische Situation e <5
f(f(y,e),i(f(y,e))) == f(f(y,e),i(y)). Hier ist m = € und m = 21. Der Redex lyoy =
f(y,e) entstand, indem die Variable = der ersten linken Seite {; = f(x,i(z)) durch f(y,e)
instantiiert wurde. Die beiden Terme sind zusammenfiithrbar, indem man alle verbliebenen
instantiierten Vorkommen von = mit der Regel Iy — ry (d.h., f(z,e) — x) reduziert. So
ergibt sich

f(f(y,e),i(f(y,e)))

T

f(f(y,e),i(y))

} ;

f(y,i(y))

Fall 2.2: |50, liegt nicht im Substitutionsteil, d.h., 7 € Occ(l}) mit l;|, ¢ V

Zur Veranschaulichung dient folgendes Bild:



I

0-1 O'l
02

Dieser Fall wird als kritische Uberlappung bezeichnet. Wie aus der Betrachtung der anderen
Félle deutlich wurde, sind dies die einzigen Situationen, die man fiir die Untersuchung
der lokalen Konfluenz betrachten muss, denn nur hier kann der Fall auftreten, dass die
resultierenden Terme tatséchlich nicht zusammenfiihrbar sind.

Allgemein entsteht ein solcher Fall immer dann, wenn es zwei Regeln [y — 71 und Iy — 79
(die nicht notwendigerweise verschieden sein miissen), Substitutionen ¢y und oy und eine
Stelle 7 € Occ(ly) gibt, so dass 1|, € V und 1|01 = lyoy gilt. Wenn wir die Variablen
in [y = 71 und in Iy — r9 so umbenennen, dass sie paarweise disjunkt sind, so kénnen
wir oy = o, wihlen. Eine kritische Uberlappung entsteht also dann, wenn es zwei linke
Regelseiten [, 1, und eine Substitution o gibt, die I und einen Nicht-Variablen-Teilterm
l1]x identisch macht (d.h., {|,0 = ly0). Mit anderen Worten, o ist ein Unifikator von Iy,
und lyo. Auf diese Weise entsteht die kritische Situation

llO' = ll [lg]ﬂ—O'

T

ro ll[r2]7ro—

Es geniigt, hierbei jeweils nur allgemeinste Unifikatoren von linken Regelseiten /s und Nicht-
Variablen-Teiltermen [;|, zu betrachten, denn wenn die jeweils durch einen Auswertungs-
schritt entstehenden Terme 0 und [y[rs],0 bei der allgemeineren Substitution o zusam-
menfithrbar sind, dann gilt dies auch bei jeder Substitution, die spezieller als o ist (aufgrund
der Abgeschlossenheit der Ersetzungsrelation unter Substitutionen). Wir miissen also nur
alle diejenigen Paare (ri0,l;[rs],0) auf Zusammenfiihrbarkeit {iberpriifen, die mit solch
einem Unifikator o entstehen. Man bezeichnet diese Paare daher als kritische Paare.

Definition 5.2.4 (Kritisches Paar [KB70]) Sei R ein TES mitly — r1,lo — 19 € R.
Hierbei seien die Variablen der beiden Regeln so umbenannt, dass V(1) NV (ls) = @ gilt.
Sei m € Occ(ly) mit i € V und sei o allgemeinster Unifikator von li|, und ly. Dann
ist (ri0,1li[rs]z0) ein kritisches Paar von R (engl. critical pair). Die beiden Regeln l; —
r1,ly = ro dirfen (bis auf Variablenumbenennung) identisch sein. In diesem Fall betrachtet
man jedoch nur Uberlappungen mit m # €. Die Menge der kritischen Paare eines TES R
wird mit CP(R) bezeichnet.

Jedes (endliche) TES hat nur endlich viele kritische Paare, da man immer nur die
(endlich vielen) linken Regelseiten auf Uberlappungen iiberpriifen muss. CP(R) kann durch
Verwendung des Unifikationsalgorithmus UNIFY aus dem vorigen Abschnitt automatisch
berechnet werden.



Beispiel 5.2.5 Wir betrachten wieder das Gruppenbeispiel.

fe,f(y,2)) — f(f(z,v),2)
f(r,e) — =
f(z,i(x)) — e

Die erste und die zweite Regel bilden zusammen ein kritisches Paar. Die linke Seite
f(2',e) der (variablenumbenannten) zweiten Regel unifiziert mit dem Teilterm f(y, z) der
ersten linken Regelseite f(x,f(y, 2)). Der mgu ist {2'/y, z/e}. Dies entspricht dem Term
f(z,f(y,e)), der mit der ersten Regel zu f(f(z,y),e) und mit der zweiten Regel zu f(z,y)
reduziert werden kann. So ergibt sich das kritische Paar

(f(f(z,y),e),f(z,y)). (5.7)

Die erste und die dritte Regel ergeben zusammen ebenfalls ein kritisches Paar, das

durch die Unifikation der linken Seite f(2',i(2")) der (variablenumbenannten) dritten Regel

mit dem Teilterm f(y, z) der ersten linken Regelseite f(z,f(y, z)) entsteht. Hier lautet der

mgu {z'/y, z/i(y)}. Dies entspricht dem Term f(z,f(y,i(y))), der mit der ersten Regel zu
f(f(x,y),i(y)) und mit der dritten Regel zu f(x,e) reduziert werden kann. Man erhélt

(f(f(z,9),1(y)), f(z,€)). (5-8)

SchlieBlich erhilt man durch Uberlappung der ersten Regel mit sich selbst ein weiteres

kritisches Paar. Bei den Regeln f(x, f(y, 2)) — f(f(z,y), z) und f(2/, f(¢/, ")) — f(f(2',9'), 2')

unifiziert die linke Regelseite f(x, f(y, z)) ndmlich mit dem Teilterm f(y', 2’). Dadurch erhélt
man den Term f(z/,f(x,f(y, 2))) und das kritische Paar

(f(f(2, @), f(y, 2)), f(2, f(F (2, 9), 2))) (5.9)
Aufgrund der vorangehenden Analyse ergibt sich, dass man fiir die lokale Konfluenz

nur die kritischen Paare auf Zusammenfiihrbarkeit untersuchen muss. Dieser Satz gilt un-
abhéngig davon, ob R terminiert [Hue80].

Satz 5.2.6 (Kritisches-Paar-Lemma [KB70]) Sei R ein TES. Dann ist R genau dann
lokal konfluent, wenn alle seine kritischen Paare zusammenfihrbar sind.

Beweis. Der Beweis folgt aus den vorangegangenen Uberlegungen, da Situationen s <z
p —x t, die keinem kritischen Paar entsprechen, immer zusammenfiihrbar sind. O

Bei terminierenden TESen R kann die Zusammenfiihrbarkeit der kritischen Paare leicht
tiberpriift werden. Zu jedem kritischen Paar (s,t) berechnet man beliebige Normalformen
s' und t' der Terme s und ¢, d.h., s =% s’ und ¢t =% t'. Sofern die erhaltenen Normalformen
s’ und t’ identisch sind, so ist das kritische Paar zusammenfiihrbar. Falls die Normalformen
nicht identisch sind, so ist das TES nicht konfluent, denn es existiert nach Konstruktion

der kritischen Paare ein p mit
/ Y \
s t \

s’ t



und ¢ und #' sind verschiedene Normalformen und damit nicht zusammenfiihrbar. Da bei
terminierenden TESen Konfluenz und lokale Konfluenz nach dem Diamond Lemma (Satz
5.2.3) gleichbedeutend sind, ist das TES dann also auch nicht lokal konfluent. So ergibt sich
der folgende Algorithmus zur Konfluenziiberpriifung.

Algorithmus CONFLUENCE(R)
Eingabe: FEin terminierendes TES R.
Ausgabe: “True”, falls R konfluent ist und “False” sonst.

. Berechne alle kritischen Paare CP(R) von R (durch Verwendung von UNIFY).
. Falls CP(R) = @, dann gib “True” aus und breche ab.
. Wéhle (s,t) € CP(R).
. Reduziere s und t so lange wie moglich.
Auf diese Weise entstehen die Normalformen s’ und ¢'.
. Falls s’ # ¢/, dann gib “False” aus und breche ab.
6. Setze CP(R) = CP(R) \ {(s,t)}.
7. Gehe zu Schritt 2.

B~ W N

ot

Satz 5.2.7 (Korrektheit des Konfluenzuntersuchungsalgorithmus)
(a) Der Algorithmus CONFLUENCE terminiert und ist korrekt.

(b) Fir terminierende TESe ist die Konfluenz entscheidbar.

Beweis.

(a) Die Terminierung folgt daraus, dass UNIFY terminiert, dass CP(R) immer endlich
ist, dass die Berechnung der Normalformen terminiert (weil R terminiert) und dass
CP(R) in jedem Durchlauf der Schritte 2 - 7 kleiner wird. Falls der Algorithmus
“True” ausgibt, so sind alle kritischen Paare zusammenfiihrbar. Nach dem Kritischen-
Paar-Lemma (Satz 5.2.6) folgt daraus die lokale Konfluenz und nach dem Diamond
Lemma (Satz 5.2.3) die Konfluenz. Falls der Algorithmus “False” ausgibt, so existiert
s' 5% p —5 t' fiir zwei verschiedene Normalformen s’ und ¢ und somit ist R nicht
konfluent.

(b) Die Entscheidbarkeit folgt daraus, dass CONFLUENCE ein Entscheidungsalgorithmus
ist (da auch die Bestimmung von allgemeinsten Unifikatoren berechenbar ist). O

Beispiel 5.2.8 Um die Konfluenz in dem Gruppenbeispiel zu untersuchen, muss man die
kritischen Paare (5.7) - (5.9) auf Zusammenfiihrbarkeit untersuchen. Hierzu reduzieren wir
jeweils die Terme zu einer beliebigen Normalform. Bei dem ersten kritischen Paar (5.7)
ergibt sich:

f(f(z,y),e) f(z,y)



Dieses Paar ist also zusammenfiihrbar. Das zweite kritische Paar (5.8) ist hingegen nicht
zusammenfiithrbar. Es lautet (f(f(z,v),i(y)),f(z,e)). Der Term f(z,e) kann hierbei noch
zu seiner Normalform x reduziert werden, aber da die Normalformen f(f(x,y),i(y)) und x
verschieden sind, erkennt man hier die Nicht-Konfluenz des Beispiels. Das dritte kritische
Paar (5.9) ist hingegen wieder zusammenfiihrbar:

f(F(z', 2),f(y, 2)) f(2', f(f(z,y),2))

I

f(F(F(2', 2),9), 2)

Der Algorithmus CONFLUENCE wiirde also aufgrund des nicht-zusammenfiihrbaren kriti-
schen Paars (5.8) feststellen, dass das TES nicht konfluent ist.

Es ist uns also gelungen, die Frage der Eindeutigkeit von Berechnungen auf die Be-
trachtung von nur endlich vielen Termpaaren (den kritischen Paaren) zu reduzieren. Diese
lassen sich mit der in Abschnitt 5.1 vorgestellten Technik der Unifikation berechnen und auf
diese Weise ldsst sich die Konfluenz eines (terminierenden) TES automatisch iiberpriifen.
Die in diesem Kapitel vorgestellten Ergebnisse (Unifikation, Diamond Lemma, Kritisches-
Paar-Lemma) haben auch iiber den Bereich der Termersetzungssysteme hinaus Bedeutung,
wie z.B. bei der Untersuchung der Eindeutigkeit anderer Berechnungsformalismen. Das
Konzept der kritischen Paare ist dariiber hinaus entscheidend fiir das im néchsten Kapitel
vorgestellte Vervollstéandigungsverfahren.

5.3 Konfluenz ohne Terminierung

Das Verfahren aus dem vorigen Abschnitt dient dazu, die Konfluenz von terminierenden
TESen zu entscheiden. Dies ist insbesondere fiir die funktionale Programmierung wich-
tig. Ein funktionales Programm ist im wesentlichen eine Sammlung von Termersetzungs-
regeln und es wire wieder wiinschenswert, wenn man unabhéngig von der Auswertungs-
strategie immer das gleiche Ergebnis erhalten wiirde. Natiirlich ist es aber moglich, nicht-
terminierende funktionale Programme zu schreiben. Daher benétigt man ein Kriterium,
dass auch bei nicht-terminierenden Programmen die Konfluenz sicher stellt.

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass sogenannte orthogonale TESe stets konflu-
ent sind, auch wenn sie nicht terminieren. Da funktionale Programme orthogonalen TESen
entsprechen, folgt daraus die Konfluenz funktionaler Programme.

Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, dass ein TES lokal konfluent ist gdw. all seine
kritischen Paare zusammenfiihrbar sind. Bei terminierenden TESen ist dies gleichbedeutend
zur Konfluenz. Um ein von der Terminierung unabhéngiges Konfluenzkriterium zu finden,
liegt es daher nahe, TESe zu betrachten, die gar keine kritischen Paare haben.

Definition 5.3.1 (Nicht-iiberlappendes TES) Fin TES ist nicht-iiberlappend, falls es
keine kritischen Paare hat.

Man koénnte vermuten, dass nicht-iiberlappende TESe stets konfluent sind. Das folgende
Gegenbeispiel zeigt aber, dass dies nicht der Fall ist.



Beispiel 5.3.2 Wir betrachten das folgende (nicht-terminierende) TES:

eq(z,r) — true
eq(z,succ(z)) — false
a — succ(a)

Das TES hat keine kritischen Paare, d.h., es ist nicht-iiberlappend. Trotzdem ist es nicht
konfluent, denn wir haben

eq(a,a) — true und
eq(a,a) — eq(a,succ(a)) — false.

Das Problem des obigen Gegenbeispiels ist, dass die ersten beiden Regeln nicht linksli-
near sind, d.h., ihre linken Seiten enthalten jeweils zwei Vorkommen der Variablen . Wenn
man dies ausschlieft, kommt man zum Begriff der Orthogonalitdt.

Definition 5.3.3 (Linkslinearitéit, Orthogonalitéit) Fin Term ist linear, wenn er kei-
ne mehrfachen Vorkommen derselben Variablen enthdlt. Ein TES ist linkslinear, falls die
linken Seiten aller Regeln linear sind. Ein TES ist orthogonal, falls es nicht-iiberlappend
und linkslinear ist.

Wir wollen nun zeigen, dass alle orthogonalen TESe konfluent sind, unabhéngig von
ihrer Terminierung. Mit dem Kritischen-Paar-Lemma (Satz 5.2.6) sind nicht-iiberlappende
TESe natiirlich lokal konfluent. Hieraus folgt aber bei nicht-terminierenden TESen noch
nicht die Konfluenz.

Wir fiithren daher nun eine noch stéarkere Form von lokaler Konfluenz ein, die sogenannte
starke Konfluenz.! Aus dieser folgt dann tatséichlich stets die Konfluenz, selbst bei nicht-
terminierenden TESen, vgl. Satz 5.3.6.

Definition 5.3.4 (Starke Konfluenz) FEine Relation — iber einer Menge M heifit stark
konfluent, wenn fir alle s,t,p € M gilt:

Wenn p — s und p — t,
dann existiert ein ¢ € M mit s -~ q und t —~ q.

Hierber bezeichnet —= die reflexive Hiille von —, d.h. es gilt s -~ q gdw. s — q oder s = q.
Ein TES R heifit stark konfluent, wenn die Ersetzungsrelation —x stark konfluent ist.

Die starke Konfluenz unterscheidet sich also von der lokalen Konfluenz dadurch, dass
Indeterminismen nach einem Schritt auch wieder in jeweils hochstens einem Schritt zusam-
menfiihrbar sind.

'Tn der Literatur findet sich meist eine etwas andere Definition der “starken Konfluenz”. Dort muss aus
p — s und p — t folgen, dass ein ¢ mit s —* ¢ und t =~ ¢ existiert.



Beispiel 5.3.5 Das TES {b — a,b — c,a — b,c — b} ist stark konfluent und damit
auch konfluent (aber nicht terminierend). Das TES {f(z) — g(z,z),a — b} ist orthogonal,
terminierend und konfluent, aber nicht stark konfluent. Es gilt ndmlich f(a) — f(b) und
f(a) — g(a,a), aber um f(b) und g(a, a) zusammenzufithren, muss man wie folgt vorgehen:
f(b) — g(b,b) und g(a,a) —? g(b,b). Dies bedeutet also, dass auch orthogonale TESe nicht
zwangsldufig stark konfluent sind.

Der folgende Satz beweist nun, dass aus starker Konfluenz tatséichlich die Konfluenz
folgt.

Satz 5.3.6 (Starke Konfluenz impliziert Konfluenz) Sei — eine stark konfluente
Relation tber einer Menge M. Dann ist — konfluent.

Beweis. Sei p =" s und p —™ t. Wir zeigen durch Induktion iiber n + m, dass es dann
ein ¢ gibt, so dass s —+=™ ¢ und t —=" ¢ gilt. Hierbei bezeichnet “—<™" eine hochstens
m-fache Anwendung von —.

Falls n = 0 ist, so wihlen wir ¢ = ¢ und erhalten s = p =™t = g und t =" t = ¢. Der
Fall m = 0 ist analog. Falls schlie§lich n > 0 und m > 0 ist, so existieren also s’ und ¢’ mit

N\

Aufgrund der starken Konfluenz gibt es also ein Objekt v mit 8" == u += ¢/, d.h.
p
) / \\ t/
AN /
”/ = = Yl
AN /
N

S U t

Nun konnen wir die Induktionshypothese anwenden. Der Indeterminismus, der in s’ startet,
bendtigt insgesamt hochstens n — 1+ 1 = n Schritte und somit weniger als n + m. Deshalb
existiert also ein v mit s =~ v «=""1 ¢, d.h.

p
) / \\ t/
N %
n—1 = =, m—1
/ N / \
\ 4

S U t



Nun wenden wir die Induktionshypothese noch einmal an. Der Indeterminismus, der in ¢’
startet, benotigt insgesamt hochstens 1 +n — 14+ m — 1 = n + m — 1 Schritte und somit
weniger als n + m. Deshalb existiert also ein ¢ mit v —==""1 ¢ <-=" ¢, d.h.

/p
S/ \t/
AN /
n—1 = =, m—1
/ \ y \
N2

S U t
AN / 7
N 7/ 7/
= \ S < p— 7/

AR (o y
v /
N s <n
AN /
<m—1 > s
=m N
q

O

Bsp. 5.3.5 zeigt bereits, dass auch bei orthogonalen TESen R die Ersetzungsrelation
— nicht immer stark konfluent ist. Das Problem tritt dann auf, wenn eine linke Regelseite
[; eine Variable x enthélt und diese durch o; so instantiiert wird, dass sie eine Instanz einer
(gef. anderen) linken Regelseite Il enthélt vgl. Fall 2.1 im Beweis des Kritischen—Paar—
Lemmas. Aufgrund der Linkslinearitét enthélt [; nur ein Vorkommen der Variablen x. Aber
der Term r; muss nicht linear sein und kann daher m Vorkommen von x enthalten, wobei m
eine beliebige natiirliche Zahl ist. Um das entstehende kritische Paar zusammenzufiihren,
muss man daher ro; m-mal reduzieren. Dies ist bei starker Konfluenz nicht erlaubt.

Wir definieren daher nun eine Variante der Ersetzungsrelation =%, bei der Redexe an
voneinander unabhéngigen Stellen gleichzeitig (d.h. parallel) reduziert werden kénnen. Wir
werden dann zeigen, dass diese Relation bei orthogonalen TESen stark konfluent ist.

Definition 5.3.7 (Parallele Ersetzungsrelation) Eine Menge II von Stellen ist paral-
lel gdw. m L7y fiir alle my, 7o € Il mit my # mo gilt. Fir ein TES R ist die parallele Erset-
zungsrelation =g wie folgt definiert. Es gilt s =x t gdw. es eine Menge 11 = {my, ..., m,}
paralleler Stellen von s gibt (mit n > 0) und es fir jedes 7; eine Regel l; — r; € R und eine
Substitution o; gibt, so dass $|p, = lLio; und t = s[rio1|s, ... [Fnonlr,. Wir schreiben dann
auch s =3 t.

Beispiel 5.3.8 Wir betrachten wieder das TES R = {f(z) — g(z,z),a — b} aus Bsp.
5.3.5. Der Term g(a,a) hat z.B. die parallelen Stellen IT = {1,2} und es gilt g(a,a) =1
g(b,b). Der Indeterminismus aus Bsp. 5.3.5 ldsst sich also in einem parallelen Ersetzungs-
schritt zusammenfiihren, d.h., =% ist stark konfluent.

Bevor wir beweisen, dass =% bei orthogonalen TESen R immer stark konfluent und
damit insbesondere konfluent ist, zeigt das folgende Lemma den Zusammenhang zwischen
der normalen Ersetzungsrelation —x und der parallelen Ersetzungsrelation =5. Insbeson-



dere besagt das Lemma, dass aus der Konfluenz von =% dann auch die Konfluenz von —5
folgt.

Lemma 5.3.9 (—% und =) Sei R ein TES.
(a) Es gilt »x C =g C —%.
(b) —x ist konfluent gdw. = konfluent ist.

Beweis.

(a) Wir schreiben s —% t, falls 7 die Stelle des Redexes von s ist. Dann folgt aus s =7 ¢
jeweils s :;%r b ¢ Weiterhin folgt bei I = {m1,...,m} aus s =5 t offensichtlich
s =g 81 =g So =g ... =g S, =t, dh. s =% L

(b) Wegen (a) gilt =% C =% C (—=5R)" = =R, d.h. =% = =3%. Damit ergibt sich:

—r ist konfluent
gdw. —% ist konfluent
gdw. =3} ist konfluent
gdw. =g ist konfluent

Nun koénnen wir das gewiinschte Konfluenzkriterium beweisen.

Satz 5.3.10 (Orthogonalitéit impliziert Konfluenz) Jedes orthogonale TES ist kon-
fluent.

Beweis. Sei R ein orthogonales TES. Wir zeigen, dass =% stark konfluent ist. Dann gilt:

=r ist stark konfluent
N =r ist konfluent nach Satz 5.3.6
gdw. —g ist konfluent nach Lemma 5.3.9 (b)

Seien II; und II, parallele Mengen von Stellen des Terms p und sei p =t s und p =2 ¢.
Wir teilen die Menge II; wie folgt auf:

e A, sind die Stellen aus II;, die nicht unterhalb einer Stelle von II, liegen, d.h., A; =
{m €11 | es existiert kein " € Ily mit 7 >N+ 7' }.

e B sind die Stellen aus II;, die echt unterhalb einer Stelle von II, liegen, d.h., B; =
{m €11, | es existiert ein " € Ily mit 7 >N+ 7’ }.

e (' sind die Stellen, die sowohl in II; als auch in II, liegen, d.h. C' = II; N Il5.



Damit gilt also II; = A; W By W C. Analog dazu definieren wir A und B, und erhalten
Hg = AQ W BQ W C.

Die Menge II = A; W Ay W C' ist offensichtlich eine parallele Menge von Stellen von s und
t und an allen Stellen, die oberhalb oder unabhéngig von den Stellen in II sind, haben s
und ¢ die gleichen Symbole. Es geniigt also zu zeigen, dass es fiir alle 7 € II einen Term ¢,
gibt mit s|; = ¢l und t|; 2r qlz. Wenn II = {my,...,7,} und q¢ = s[qlm,]ny - - - [@]r ) 7ns
dann gilt ndmlich s =% ¢ und t =5 ¢.

Wir betrachten zunéchst den Fall 7 € C'. Damit folgt p —7% s und p —7% ¢. Es existieren
also zwei Regeln [ — r und I’ — ' (die bis auf Variablenumbenennung gleich sein kénnen)
sowie eine Substitution o mit

e pl,=lo=10o

o sl =r0

o t|, =10

Da R aber keine kritischen Paare besitzt, folgt [ = I” und r = »/. Damit erhilt man also
S|z = t|. Falls man ¢|, = s|, definiert, folgt damit auch s|, =% ¢|, und t|» =3 ¢l

Nun betrachten wir den Fall 7 € A;. Der Fall 7 € A, ist analog. Seien mq,..., 7T,
die Positionen aus By, die echt unterhalb von 7 liegen, d.h., m; >N+ 7 fiir alle 7. Anders
ausgedriickt existieren also Stellen 7 mit m; = 7w, fiir alle i. Es existieren dann Regeln
Il = r,ly = ry, ..., l, — r, und Substitutionen o,0y,...,0, mit denen die jeweiligen
Reduktionen durchgefiihrt werden. Es gilt also p|, —° s|; und p|, ={m-m} ¢ .

Da R keine kritischen Paare besitzt, liegen die Redexe [;0; im Substitutionsteil von lo.
Der Term [ enthélt also Variablen x4, ..., x,, so dass [;0; jeweils ein Teilterm von x;o ist.
Hierbei kann auch z; = z; fiir ¢ # j gelten, d.h., ein x;0 kann mehrere Redexe [;0; und [;0;
enthalten. Es existiert jeweils eine Stelle 7; mit (z;0)|,, = l;0;. Da [ linear ist, tritt jedes x;
nur genau einmal in [ auf. Die Reduktion p|, = lo = {mmt t|. bedeutet also, dass nur
die Instantiierungen der z; in [ gedndert werden. Wir definieren eine neue Substitution o’

als z;0" = (z;0)[r;0:],, und xo’ = zo fiir alle Variablen z ¢ {z1,...,,}. Dann gilt
° plr=lo
o s, =r0
o t|, =10

Wir definieren ¢|, = ro’. Dann gilt offensichtlich ¢|, —% ¢|. Der Term r ist nicht unbedingt
linear und er kann daher die Variablen x; mehrfach enthalten. Fiir jede Stelle 6 von r
an der eine Variable x; steht, enthalte A die Stelle §7;. Es gilt ndmlich (ro)|s,, = lio;.
Man erhilt daher s|; = ro =2 ro’ = ¢|,. Die Konstruktion ist im folgenden Diagramm
veranschaulicht:?

2Hierbei betrachten wir den Spezialfall, in dem z;0; nur jeweils ein l;0; enthélt.
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Kapitel 6

Vervollstindigung von
Termersetzungssystemen

Um das Wortproblem fiir ein Gleichungssystem &£ zu losen, versuchen wir, ein zu £ aqui-
valentes konvergentes TES R zu konstruieren. Damit ist das Wortproblem (mit Hilfe des
Algorithmus WORTPROBLEM) entscheidbar, da dann s =g ¢ genau dann gilt, wenn die
R-Normalformen von s und ¢ identisch sind. In Abbildung 3.1 wurde deutlich, wie man zu
& ein dquivalentes konvergentes TES erhilt: Man {iberfiithrt zunéchst die Gleichungen aus £
in Regeln, indem das Gleichheitszeichen = jeweils durch — oder durch <— ersetzt wird. Dies
muss so geschehen, dass die Terminierung des entstehenden TES R nachgewiesen werden
kann. Um die Terminierung von TESen automatisch zu untersuchen, haben wir in Kapitel
4 die Technik der lexikographischen und der rekursiven Pfadordnung bzw. der rekursiven
Pfadordnung mit Status kennen gelernt, die diese beiden Ordnungen verbindet. Anschlie-
Bend wird die Konfluenz des entstandenen TES R wie in Kapitel 5 iiberpriift. Falls R sowohl
terminiert als auch konfluent ist, so ist hiermit ein dquivalentes konvergentes TES gefunden
und damit hat man (automatisch) ein Entscheidungsverfahren fiir £ konstruiert. Ansons-
ten muss man nun in einem Vervollstindigungsschritt (engl. completion) R um neue Regeln
erganzen und durchlauft dann die Terminierungs- und Konfluenziiberpriifung erneut. Diese
Schritte konnen beliebig oft wiederholt werden. Das Ziel dieses Kapitels ist, geeignete Ver-
vollstandigungsprozeduren vorzustellen, d.h., Verfahren, die automatisch einen Entschei-
dungsalgorithmus zu einem gegebenen Gleichungssystem konstruieren. In Abschnitt 6.1
stellen wir einen ersten Vervollstiandigungsalgorithmus vor. Dieser wird dann in Abschnitt
6.2 verbessert, wobei wir eine ganze Klasse von Vervollsténdigungsalgorithmen vorstellen
und Kriterien fiir ihre Korrektheit angeben. Schliellich zeigen wir in Abschnitt 6.3, dass sich
der Vervollstdndigungsalgorithmus auch verwenden lasst, um Induktionsbeweise zu fiihren
und dadurch Programme (bzw. Termersetzungssysteme) zu verifizieren.

6.1 Der grundlegende Vervollstindigungsalgorithmus

Wir betrachten noch einmal unsere beiden Haupt-Beispiele.

Beispiel 6.1.1 Die folgenden beiden Gleichungen stellen einen Additionsalgorithmus dar.
E = {plus(0,y) = vy, plus(succ(x),y) = succ(plus(z,y))}
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Um ein zu £ dquivalentes konvergentes TES zu konstruieren, beginnen wir mit einem TES
R, das durch Orientieren der Gleichungen entsteht. Wir wéhlen z.B.

R = {plus(O,y) — v, plus(succ(z),y) — succ(plus(z,y))}.

Nun muss die Terminierung von R gezeigt werden, was mit der RPOS (sogar der lexiko-
graphischen Pfadordnung) bei der Préazedenz plus 1 succ leicht moglich ist. Schliefllich wird
die Konfluenz {iberpriift. Da das System keine kritischen Paare hat, ist es konfluent und so-
mit ist ein konvergentes zu £ dquivalentes TES gefunden. Hiermit lassen sich nun beliebige
Aussagen iiber £ nachweisen bzw. widerlegen. Um beispielsweise plus(succ(succ(O)), z) =¢
plus(succ(O), succ(x)) zu iiberpriifen, werden die beiden Terme mit R zu Normalformen
reduziert. Da beide die Normalform succ(succ(x)) haben, gilt diese Gleichung.

Beispiel 6.1.2 Nun betrachten wir wieder die Gleichungen £ zur Axiomatisierung von

Gruppen.
E=A{f(z,f(y,2) =f(f(x,y), 2),f(x,e) = z,f(z,i(z)) = e}.

Bei Ersetzung des Gleichheitszeichens = durch einen Pfeil — erhélt man ein zu £ dquiva-

lentes TES Ry:
Ro: f(z,f(y,2)) — f(f(z,y),2) (G1)
f(r,e) — = (G2)
— e (G3)

Die Terminierung des TES Ry ldsst sich wieder mit der RPOS zeigen (bzw. mit der lexi-
kographischen Pfadordnung, wobei f den Status (2,1) hat und man f 1 e in der Prizedenz
setzt). Zur Uberpriifung der Konfluenz werden die kritischen Paare von R berechnet, vgl.

Bsp. 5.2.5:

(f(f(z,9),e),f(z,9)) (5.7)
(@), i), f(z,e)) (5.8)
(f(f(«', 2), f(y, 2)), f(«, (F(2,9), 2))) (5.9)

Nun wird iiberpriift, ob sich die kritischen Paare zusammenfiihren lassen, vgl. Bsp. 5.2.8.
Genauer werden die Terme in den kritischen Paaren zu Normalformen mit R reduziert. So
ergibt sich

<f($,y),f($,y)> aus (57)

(f(f(z,y),i(y)), ) aus (5.8)

(f(f(f(«', x),y), 2), f(f(f(2,2),y),z)) aus (5.9)

Da (5.8) nicht zusammenfiihrbar ist, ist das TES R nicht konfluent.

Die kritischen Paare aus Abschnitt 5.2 identifizieren die problematischen Termpaare,
an denen das Scheitern der (lokalen) Konfluenz liegt. Die Grundidee der Vervollstandigung
(von Knuth und Bendix [KB70]) beruht daher darauf, aus den kritischen Paaren neue
Regeln zu generieren. Man behandelt daher die (zu Normalformen reduzierten) kritischen
Paare wie zusétzliche Gleichungen aus &, die nun ebenfalls orientiert und in das TES
eingefiigt werden miissen. Hierbei konnen natiirlich bereits zusammenfiihrbare kritische
Paare ignoriert werden. Im Gruppenbeispiel muss man also nun das bisherige TES R,
um eine Regel ergénzen, die dem (zu Normalformen reduzierten) kritischen Paar (5.8)



entspricht. Dabei soll natiirlich die Terminierung erhalten bleiben, d.h., wir verwenden die
RPOS aus dem Terminierungsbeweis von Ry, um zu entscheiden, in welcher Richtung dieses
Paar orientiert werden soll. Selbstverstdndlich geht man hierbei wieder so vor, dass man
moglichst viele Festlegungen der RPOS (wie Prizedenz und Status) solange wie moglich
offen lédsst und erst nach und nach bei der Orientierung der Paare diese Festlegungen trifft.
In unserem Beispiel muss das Paar von links nach rechts orientiert werden, denn dann gilt
weiterhin [ >-,,,s 7 fiir alle Regeln. Auf diese Weise entsteht das TES R;:

Ri: f(z,f(y,2)) — f(f(z,y),2) (G1)

f(z,e) — = (G2)
f(z,i(z)) — e (G3)
f(f(z,y),i(y)) — = (G4)

Man erkennt, dass durch (reduzierte) kritische Paare hilfreiche “Lemmata” automatisch
generiert werden, die zum einen interessante Aussagen iiber die Gleichungstheorie darstellen
und die zum anderen fiir spitere Beweise hilfreich sind.

Die Terminierung von R; ist nach Konstruktion sicher gestellt. Ebenso gilt 3% =<%,
und somit ist auch Ry dquivalent zu €. Der Grund ist, dass fir alle kritischen Paare (s, t)
aus Ry jeweils s <, p =g, t gilt. Fiir die Normalformen s’ und ¢ von s und ¢ gilt daher
s' <%, P —x, t'. Die neuen Regeln in R; haben entweder die Form s" — ' oder ¢’ — s'. In
beiden Fillen sind die Terme auf den beiden Seiten der Regeln aber <% = dquivalent. Somit
folgt <%, =<+%,-

R, “beschreibt” also die gleiche Theorie wie Ry, es terminiert weiterhin und die Griinde
fiir die Nicht-Konfluenz von Ry wurden in R beseitigt. Durch die neu hinzugefiigten Regeln
sind namlich alle kritischen Paare zwischen den Ry-Regeln zusammenfiihrbar. Allerdings
kénnen durch die neuen Regeln neue kritische Paare entstehen. Diese muss man berechnen
und auf Zusammenfiihrbarkeit iiberpriifen, um die Konfluenz von R; zu untersuchen. In
unserem Beispiel ergeben sich neben (5.7) - (5.9) folgende kritische Paare von R;:

f(f(2,f(x,y)),i(y)), f(2',x)) aus (G1) und (G4), zusammenfiithrbar
(x,f(f(f(z,v),2),i(f(y, 2)))) aus (G4) und (G1), nicht zusammenfiithrbar
(x,f(x,i(e))) aus (G4) und (G2), nicht zusammenfiihrbar
(x,f(e,i(i(z)))) aus (G4) und (G3), nicht zusammenfiihrbar
(f(z,y),f(x,i(i(y)))) aus (G4) und (G4), nicht zusammenfiihrbar

Nun wird das Verfahren wiederholt. Hierzu normalisiert man die obigen kritischen Paare
(mit Ry) und fiigt die entsprechend orientierten Paare als neue Regeln zu R4 hinzu (bis auf
die Paare, bei denen die Normalisierung beider Terme zum gleichen Ergebnis fiihrt). Auf
diese Weise entsteht R,.

Ry : f(z,f(y,2)) — f(f(z,y),2) (G1)
f(r,e) — = (G2)
f(z,i(z)) — e (G3)
f(f(z,y),i(y)) — = (G4)
f(f(f(z.y), 2),i(f(y, 2))) — =
f(z,ife)) — =
fe,i(i(z))) — =
f(z,i(i(y)) — f(z,y)



Das Verfahren wird nun so lange wiederholt, bis keine neuen Regeln mehr entstehen, d.h.,

bis alle kritischen Paare zusammenfiithrbar sind. Wie in Abschnitt 3.3 erwdhnt, erhélt man
so eine Folge Ry, R1, Ra, ... von TESen, die alle zu £ dquivalent sind. Wie dort erlautert
wurde, gibt es 3 Moglichkeiten fiir diesen Prozess:

1. Man konnte nach einigen Iterationen ein TES R, erhalten, dessen kritische Paare

alle zusammenfiihrbar sind. Dann endet das Verfahren mit Erfolg, denn R, ist ein
konvergentes und zu &£ dquivalentes TES.

. Es konnte sein, dass man bei einem TES R, in der Folge die Terminierung nicht

nachweisen kann. (Dies kann daran liegen, dass es wirklich nicht terminiert oder dass
unser hinreichendes Kriterium der Terminierungsiiberpriifung mit der RPOS nur die
Terminierung nicht nachweisen kann.) Nun bricht man mit Misserfolg (“Fail”) ab.
Immerhin erkennt man in diesem Fall den Misserfolg und kénnte z.B. mit einem
verbesserten Terminierungstest einen neuen Vervollstindigungsversuch starten.

. Schliefflich kann es auch passieren, dass zwar alle R; in der Folge terminieren, man

aber kein konfluentes TES erreicht. Dann terminiert das Vervollstdndigungsverfahren
nicht und in diesem Fall erkennen wir daher die Erfolglosigkeit des Verfahrens auch
nicht.

Eine generelle Vermeidung der letzten beiden Moglichkeiten ist prinzipiell nicht mdéglich,
da das Wortproblem im allgemeinen unentscheidbar ist. (Selbstversténdlich kann man aber
natiirlich versuchen, bessere Vervollstdndigungsalgorithmen zu entwickeln, die haufiger er-
folgreich sind, vgl. Abschnitt 6.2.) Man erhilt demnach den folgenden Algorithmus BA-
SIC_.COMPLETION.

Algorithmus BASIC_.COMPLETION(E, )
Eingabe: FEin Gleichungssystem £ und eine Reduktionsordnung >.
Ausgabe: FEin zu £ dquivalentes konvergentes TES R

w

oder “Fail’ oder Nicht-Terminierung.

.Fallses s=t € Emit s #¢, s ¥ t und t ¥ s gibt,

dann gib “Fail’ aus und brich ab.

.Setze i =0und Ry ={l = r|l>rundl=reoderr=1¢€cf}.
. Setze Ri+1 = Rz
. Fiir alle (s, t) € CP(R;):

4.1. Berechne R;-Normalformen s’ und ¢’ von s und ¢.
4.2. Falls ' £/, s # t' und t/ # &,

dann gib “Fail’ aus und brich ab.
4.3. Falls ¢’ = t/, dann setze R;11 = R U {s’ — t'}.
4.4. Falls t' = &, dann setze R;11 = Rip1 U {t' — §'}.

. Falls R;1+1 = R;, dann gib R; aus und brich ab.
. Setze © =i 4+ 1 und gehe zu Schritt 3.

In diesem Algorithmus gehen wir davon aus, dass die verwendete Reduktionsordnung >

bereits als Eingabe gegeben ist. (Wie erwahnt, sollte man bei der Implementierung dieses



Verfahrens die Priazedenz und den Status der RPOS solange wie moglich offen lassen und
diese erst Schritt fiir Schritt festlegen.) In Schritt 1 und 2 werden die Gleichungen aus £ so
orientiert, dass die linken Seiten jeweils >-grofler als die rechten Seiten sind. Triviale Glei-
chungen der Form s = s werden hierbei weggelassen. Dies stellt sicher, dass das entstehende
TES R, terminiert.

In Schritt 4 werden fiir alle kritischen Paare (s,t) des aktuellen TES die entsprechenden
Normalformen s und ¢ berechnet. Falls s’ = ' gilt, so ist dieses kritische Paar zusam-
menfithrbar und damit unproblematisch. Ansonsten versucht man, die Gleichung s’ = ¢’ in
eine Termersetzungsregel zu orientieren, deren Terminierung mit > nachgewiesen werden
kann. Falls dies gelingt, so wird die Regel dem bisherigen TES hinzugefiigt. Auf diese Weise
entsteht aus dem bisherigen TES R; ein neues TES R, ;.

Aufgrund der Konstruktion der TESe ist die Terminierung aller R; stets sicher gestellt,
da sie nur Regeln [ — r mit [ > r enthalten. Ebenso ist auch sicher gestellt, dass alle R;
zu &€ aquivalent sind. Die Adaquatheit folgt aus der Addquatheit von Ry und daraus, dass
Ro C R; fiir alle ¢ gilt. Die Korrektheit folgt, da kritische Paare stets R;-gleiche Terme in
Beziehung setzen.

Falls in dem Schritt von R; zu R;;; keine neuen Regeln hinzugefiigt werden, dann sind
alle kritischen Paare von R; zusammenfiihrbar. Daher ist R; lokal konfluent und aufgrund
der Terminierung auch konfluent. In diesem Fall ist R; also ein konvergentes zu £ dquiva-
lentes TES und dieses wird ausgegeben.

Ein Fehlschlag des Algorithmus entsteht, wenn neu hinzuzufiigende Gleichungen mit
der Reduktionsordnung > nicht orientiert werden kénnen. In diesem Fall konnte man den
Vervollstandigungsalgorithmus erneut mit einer anderen Reduktionsordnung =’ starten.
Neben dem Erfolgsfall und dem Fehlschlag kann es auch passieren, dass der Algorithmus
nicht terminiert. In diesem Fall werden insgesamt unendlich viele neue Regeln erzeugt.

Die folgenden Beispiele zeigen die drei verschiedenen Verhaltensweisen des Algorithmus.

Beispiel 6.1.3 Wir betrachten eine Gleichung zur Axiomatisierung sogenannter zentraler
Gruppoide.

E={f(f(z,y),f(y,2)) =y}

Wir rufen BASIC_.COMPLETION mit £ und einer (geeignet zu bestimmenden) Simplifikati-
onsordnung > auf. Bei jeder Simplifikationsordnung > gilt f(f(x,y),f(y, 2)) > y und somit
ergibt sich

Ro = {f(f(z,y),f(y,2)) = y}.

Nun berechnen wir R;. Hierzu werden die kritischen Paare von Ry bestimmt, die sich
durch Uberlappung von f(f(x,y),f(y,2)) — ¥ mit seiner variablenumbenannten Kopie
f(f(z',y),f(y/,2)) — 3" an den Stellen 1 und 2 ergibt. Die Uberlappung an der Stelle
1 verwendet den mgu {z'/f(x,y),y'/f(y, z)}. Dies entspricht der kritischen Situation

f(f(f(z,y),f(y,2)), f(f(y, 2), 2'))

T

f(y, 2) fly, f(f(y,2),2))



bzw. dem kritischen Paar (f(y, 2),f(y, f(f(y, ), 2’))). Die beiden Terme des kritischen Paars
sind bereits Normalformen und bei jeder Simplifikationsordnung > gilt f(y, f(f(y, 2),2’)) >
f(y, z). Somit wird Ry um die Regel f(y, f(f(y, 2), ")) — f(y, ) erginzt.

Die Uberlappung an der Stelle 2 verwendet den mgu {y'/f(z,v), ?'/f(y, 2)}. Dies ent-
spricht der kritischen Situation

f(F(', f(z,y)), f(F(2,y), f(y, 2)))

T

f(z,y) f(f(z',f(z,9)),y)

bzw. dem kritischen Paar (f(x,y),f(f(z/,f(x,vy)),y)). Die beiden Terme des kritischen Paars
sind wieder Normalformen und bei jeder Simplifikationsordnung > gilt f(f(2', f(z,y)),y) =
f(z,y). Somit wird Ry auch um die Regel f(f(2/,f(x,y)),y) — f(x,y) ergénzt. So erhélt

man
Rl = {f(f(x,y),f(y,z)) - Y,
fy,f(f(y, 2), 2") — f(y,2),
f(f(z' f(z,9),9) — flz,9)}
In der néchsten Iteration stellt sich heraus, dass alle kritischen Paare von R; zusammenfiihr-
bar sind. Daher ergibt sich Ry = R; und dieses TES wird als Ergebnis des Algorithmus
ausgegeben. In der Tat ist es konvergent und dquivalent zu £.

Beispiel 6.1.4 Wir betrachten ein Gleichungssystem, das ausdriickt, dass eine Funktion f
links- und rechtsdistributiv iiber einer anderen Funktion g ist.

&= {f(z, gy, 2)) = g(f(z,y),f(z, 2)),f(g(z,y), 2) = g(f(z, 2),f(y,2))}.

Wir rufen wiederum BASIC_COMPLETION mit £ und einer (geeignet zu bestimmenden)
RPOS > auf. Beispielsweise kann man die Gleichungen von links nach rechts orientieren,
wenn man eine Préazedenz mit f 3 g wahlt. So ergibt sich

Ro= {f(z,g(y,2)) — glf(z,y) f(z,2)),
flg(z,y),2) — glf(z,2),f(y,2))}.

Zur Bestimmung von Ry wird das einzige kritische Paar von R, betrachtet, das sich durch
Uberlappung der beiden Regeln an der &uflersten Position ergibt. So erhélt man die folgende
kritische Situation:

f(g(z,v),8(y’,2"))

/ \

g(f(g(z,y),y), f(g(z,y),2")) g(f(z, gy, 2")), f(y,8(y,2")))
g(g(f(z,v),f(y,v)), g(f(z, ), f(y,2"))) gg(f(x,y),f(x,2), 8(f(y,y'), f(y,2")))

Im obigen Bild sind bereits die Normalformen der beiden Terme in dem entsprechenden
kritischen Paar angegeben.



Da die Normalformen nicht identisch sind, miisste man nun eine Regel hinzufiigen, die
diese beiden Normalformen in Beziehung setzt. Leider sind diese beiden Terme jedoch bei
keiner Reduktionsordnung vergleichbar. (In der Tat wiirde eine Regel zwischen diesen beiden
Termen stets zur Nicht-Terminierung fiihren, denn falls die darin vorkommenden Variablen
alle gleich instantiiert werden, wiirde die Regel einen Term in sich selbst tiberfiihren.) Das
Vervollstandigungsverfahren scheitert daher und der Algorithmus gibt “Fail” aus.

Beispiel 6.1.5 Um ein Beispiel fiir die Nicht-Terminierung des Vervollstdndigungsalgo-
rithmus zu erhalten, betrachten wir die folgende Gleichung.

€ = {f(g(f(x))) = g(f(z))}
Zur Orientierung der Gleichung wéhlen wir wieder eine Simplifikationsordnung >. Daher
kann die Gleichung von links nach rechts orientiert werden und man erhélt

Ro = {f(g(f(2))) = g(f(x))}-

Nun bilden wir das einzige kritische Paar, das der folgenden kritischen Situation entspricht:

f(a(f(g(f(2)))))

T

g(f(g(f(2)))) f(s(g(f(2))))

|

g(g(f(2)))

Dieses kritische Paar muss von rechts nach links orientiert werden, so dass sich

Ri= {f(e(f(z)) — s(f(z)),
flg’(f(z)) — g*(f(x))}
ergibt. Nun berechnet man die kritischen Paare von Ry. Das kritische Paar, das durch
Uberlagerung der ersten Regel mit sich selbst entsteht, ist nun zusammenfithrbar. Durch
Uberlagerung der ersten mit der zweiten Regel entstehen die beiden folgenden kritischen
Situationen:



Durch Uberlagerung der zweiten Regel mit sich selbst erhilt man

Man erhilt daher

Ri= {f(g(f(x)) — gf(x)),
f(g’(f(x))) — g&*(f(x)),
f(g®(f(z) — g&*(f(x)),
fg*(f(z))) — g'(f(z))}

Dieses Vorgehen wird nun analog dazu unendlich oft wiederholt, so dass insgesamt eine
unendliche Menge von Regeln

Roo = {f(g"(f(x))) = g"(f(x)) [n > 1}
entsteht. In diesem Fall terminiert der Algorithmus BASIC_.COMPLETION daher nicht.

Obwohl der Vervollstandigungsalgorithmus im letzten Beispiel also nicht terminiert,
so ist das entstehende unendliche TES R, dennoch konvergent und dquivalent zu £. In
solchen Féllen kann man mit dem Vervollstandigungsverfahren zwar kein Entscheidungs-
verfahren, aber ein Semi-Entscheidungsverfahren fiir das Wortproblem erhalten. Um s =¢ ¢
zu untersuchen, betrachtet man zunéchst das TES Ry. Man untersucht nun, ob s und ¢
in Ry zusammenfiihrbar sind (dies ist entscheidbar, da Ry terminiert). In diesem Fall ist
s =g t bewiesen. Ansonsten berechnet man die néchste Iteration R; und wiederholt das
Vorgehen, etc. Es ist sicher gestellt, dass es zu jeder Gleichung mit s =¢ t eine Iteration
R, gibt, so dass s und ¢ in R,, (und in jedem R,, mit m > n) zusammenfiithrbar sind.
Insofern kann jede wahre Gleichung auf diese Art bewiesen werden und man hat damit ein
Semi-Entscheidungsverfahren. Der folgende Satz zeigt die Korrektheit des Vervollstandi-
gungsalgorithmus.

Satz 6.1.6 (Korrektheit von BASIC_.COMPLETION) Sei &€ ein (endliches) Gleichungs-
system und > eine Reduktionsordnung.

(a) Falls BASIC_.COMPLETION(E, =) terminiert und ein TES R, als Resultat liefert,
dann ist R,, ein (endliches) konvergentes TES, das dquivalent zu & ist. In diesem Fall
lasst sich aus R,, mit dem Algorithmus WORTPROBLEM ein Entscheidungsverfahren
fiir das Wortproblem iiber £ erhalten.

(b) Falls BASIC_.COMPLETION(E, =) nicht terminiert, dann ist Roo = ;5o Ri €in un-
endliches konvergentes TES, das dquivalent zu € ist. In diesem Fall kann man den
Vervollstindigungsalgorithmus als Semi- Entscheidungsverfahren fiir das Wortproblem
tber £ verwenden.



Beweis.

(a)

Fiir ein endliches TES ist die Menge der kritischen Paare stets endlich. In jeder Ite-
ration wird das berechnete TES also nur um endlich viele Regeln erweitert. Da R,
nach endlich vielen Iterationen erzeugt wird, ist ‘R,, endlich. Nach Konstruktion ter-
miniert R,, da nach Konstruktion [ > r fiir alle Regeln [ — r € R,, gilt. (Hieraus
folgt die Terminierung nach Satz 4.3.4.) Die Konfluenz von R,, folgt, da der Algo-
rithmus BASIC_CCOMPLETION nur dann R,, ausgibt, wenn alle seine kritischen Paare
zusammenfiihrbar sind. Aus dem Kritischen-Paar-Lemma (Satz 5.2.6) folgt die lokale
Konfluenz und aus dem Diamond Lemma (Satz 5.2.3) folgt damit die Konfluenz von
R

Zur Aquivalenz von £ und R, geniigt es nach dem Satz von Birkhoff (Satz 3.1.14)
zu zeigen, dass <% =< gilt. Die Addquatheit von R, folgt aus <5 =< und
aus Rp € Ry C ... € R,. Damit ergibt sich =R, SR, Fur die Korrektheit
zeigen wir <> C<»¢ fiir alle ¢ durch Induktion iiber i. Fiir 7 = 0 gilt dies nach
Konstruktion. Fiir jedes kritische Paar (s,t) von R; gilt s <%t und somit gilt auch
fiir die entsprechenden R;-Normalformen s’ und t', dass s’ «<»% t' gilt. Somit folgt
aus der Induktionshypothese s’ <+§ ¢’ und daher (aufgrund der Abgeschlossenheit von
<»¢ unter Substitutionen und Kontexten) <%, C<rg.

Das System R, ist unendlich, da in jeder Iteration des Algorithmus BASIC_COM-
PLETION mindestens eine Regel zu dem TES hinzugefiigt wird. Dass R, terminiert
und zu € dquivalent ist, folgt wie in Teil (a).

Zur Konfluenz zeigen wir, dass alle kritischen Paare von R, zusammenfiihrbar sind.
Das Kritische-Paar-Lemma und das Diamond Lemma (Satz 5.2.6 und 5.2.3) gelten
auch bei unendlichen TESen, so dass daraus in der Tat die Konfluenz folgt. Sei (s, t)
ein kritisches Paar von R.,. Dann existieren Regeln [; — r; und Iy — r5 aus R, deren
Uberlagerung das kritische Paar gebildet hat. Da R, = Ui>0 R; und Rg € Ry C
Ry C ... gilt, existiert ein n > 0 mit [} — r1,ly — 15 € R,,. Somit ist (s,t) € CP(R,,).
Dann ist dieses kritische Paar aber entweder bereits in R,, oder spéitestens in R,
zusammenfiihrbar, da im zweiten Fall eine entsprechende Regel in R, aufgenommen
wurde. Damit ist (s, ) also auch in Ro, D R, 41 zusammenfiihrbar. O

6.2 Ein verbesserter Vervollstindigungsalgorithmus

Der Vervollstandigungsalgorithmus BASIC_COMPLETION aus dem vorigen Abschnitt ist
recht aufwendig, da er eine unnoétig grole Menge von Regeln erzeugt. In dem bisherigen
Algorithmus gibt es keine Mo6glichkeit, Regeln, die man einmal erzeugt hat, spiter wieder
zu loschen. Die grofle Menge an Regeln hat aber zur Folge, dass man alle diese Regeln bei
der Berechnung kritischer Paare betrachten muss. Dies ist fiir einen praktischen Einsatz
der Vervollstandigungsprozedur ungiinstig.

Aus diesem Grund sollte es wihrend der Vervollstandigung moglich sein, frithere Re-
geln mit den neu entstandenen Regeln zu vereinfachen. Falls sich frithere Regeln mit den



neuen Regeln so vereinfachen lassen, dass die linke und die rechte Seite zum gleichen Term
reduziert werden konnen, so ist diese frithere Regel nicht mehr notwendig und man kann
sie 16schen.

Beispiel 6.2.1 Als Beispiel betrachten wir wieder unser Gruppen-TES. Als Reduktions-
ordnung bei der Vervollstindigung verwenden wir wieder die RPOS, wobei das Funkti-
onssymbol f den Status (2,1) hat. Unser Ausgangs-TES R, bestand aus den folgenden
Regeln.

fle,f(y,2)) — f(f(z,9),2) (G1)
f(z,e) — = (G2)
f(z,i(z)) — e (G3)
Aus (G1) und (G3) entstand das kritische Paar (f(f(z,y),i(y)),f(z,e)), das zu folgender

neuen Regel fiihrte:

f(f(z,9),i(y) — = (G4)
Nun muss man die neuen kritischen Paare betrachten, die sich aufgrund der Regel (G4)
ergeben. Aus (G4) und (G2) entsteht z.B. das kritische Paar (x,f(z,i(e))), das zu der

folgenden Regel fiihrt:
f(z,i(e)) — x (Gb)

Im Verlauf der weiteren kritischen Paar-Bildung iiberlagert man auch die neuen Regeln
(G4) und (G5), was die folgende kritische Situation

f(f(z,i(e)),i(i(e)))

T

x f(z,i(i(e)))
und damit die folgende neue Regel ergibt:
f(z,i(i(e))) — =z (G6)
Die Uberlagerung von (G3) und (G6) ergibt die kritische Situation

f(i(e), i(i(e)))

N

e i(e)

und die neue Regel:
i(e) — e (GT)

An dieser Stelle erkennt man nun, dass die Regeln (G5) und (G6) nicht mehr notwendig sind,
denn ihr Effekt kann vollstéandig mit der neuen Regel (G7) (und der bereits existierenden
Regel (G2)) erreicht werden. Genauer kann man mit Hilfe von (G7) und (G2) die linken
und rechten Seiten der Regeln (G5) und (G6) zu dem gleichen Term wie die jeweilige rechte
Seite reduzieren. Die damaligen kritischen Paare, zu deren Zusammenfiihrbarkeit (G5) und

(G6) notig waren, konnen jetzt mit Hilfe von (G7) zusammengefiihrt werden. Die Regeln
(G5) und (G6) konnen daher aus dem TES geloscht werden.



Unser Ziel ist nun, ein verbessertes Vervollstiandigungsverfahren zu entwickeln, bei dem
ein solches Vereinfachen der Regeln untereinander (und ggf. das Loschen von Regeln)
moglich ist. Das Vervollstandigungsverfahren wird als eine Menge von Transformations-
regeln angegeben, vgl. [Bac91]. Die Strategie, in welcher Reihenfolge oder mit welcher Prio-
ritdt die Regeln anzuwenden sind, wird (fast) nicht festgelegt. Wir beschreiben auf diese
Weise also eine ganze Menge von Vervollstandigungsalgorithmen, die sich in dieser Strategie
unterscheiden. Ein weiterer Vorteil des verbesserten Vervollstdndigungsverfahrens ist also,
dass man nicht auf das Vorgehen in BASIC_.COMPLETION festgelegt ist, sondern die Regeln
in (nahezu) beliebiger Weise anwenden kann, so dass man oftmals wesentlich schneller ein
konvergentes zu £ dquivalentes TES findet.

Die Transformationsregeln arbeiten auf Paaren (£,R), wobei £ ein (endliches) Glei-
chungssystem und R ein (ebenfalls endliches) TES ist. Die Transformation beginnt mit
R = &, wobei £ das urspriingliche Gleichungssystem ist, zu dem ein konvergentes dquiva-
lentes TES gefunden werden soll. Wird (€, R) in (€', R') iiberfiihrt, so ist sicher gestellt, dass
sich die dadurch beschriebene Gleichheitsrelation nicht &ndert, d.h., es gilt <35 =5/ %/
Das Ziel der Transformation ist daher, das urspriingliche Paar (£, R) mit R = & in mehre-
ren Schritten zu einem Paar (€', R’) zu transformieren, bei dem £ = & ist. In diesem Fall
gilt néimlich ¢ ;=<f r=6 =%, d.h., R ist ein zu & dquivalentes TES.

Genauer enthélt die Gleichungsmenge £ in einem Paar (£,R) im Verlauf der Transfor-
mation immer diejenigen Gleichungen, die noch nicht in Regeln iiberfiihrt wurden und R
ist ein terminierendes TES. Die Terminierung des TES wird wie im grundlegenden Ver-
vollstandigungsalgorithmus durch eine Reduktionsrelation > sicher gestellt. R darf dann
nur Regeln [ — r enthalten, fiir die [ > r gilt.

Definition 6.2.2 (Transformationsregeln fiir Vervollstindigung) Sei £ ein Glei-
chungssystem, R ein TES und > eine Reduktionsordnung. Dann definieren wir die folgen-
den sechs Transformationsregeln auf Paaren (€, R).

. E,R
Generieren FU=.R falls (s,t) € CP(R)
. EU{s=t},R

Orientieren ERUs =10 falls s =t
EU{s=t},R
ERU{I =) fallst = s

Loschen £y {2 ERS}’ R

Reduziere-Gleichung EU{s=1}R falls s - u
EU{u=tLR R
EU{s=t},R

fallst —r v



E,RU{s —t}

Reduziere-Rechts ERU{s = o) fallst —r v
. . E,RU{s —t} : :
Reduziere-Links EU{u=1}R falls s = u mit Regel | — r gilt und

l kann nicht mit s — t reduziert werden

Wir schreiben (£, R) Fe (€', R'), falls (£, R) mit Hilfe einer dieser Transformationsregeln
in (E',R') dberfihrt werden kann.

Die Transformationsregel “Generieren” erzeugt eine neue Gleichung aus einem kritischen
Paar von R. Alle kritischen Paare lassen sich also als Gleichungen darstellen, die wieder
zu neuen Regeln fithren konnen (sofern die entsprechenden Terme nicht zusammenfiihrbar
sind).

Die Transformationsregel “Orientieren” iiberfiihrt eine Gleichung in eine Regel, wobei
sich die Orientierung aus der Reduktionsordnung > ergibt. Dies entspricht dem Vorgehen
in dem grundlegenden Vervollstédndigungsalgorithmus, bei dem ebenfalls die urspriinglichen
Gleichungen (ebenso wie die aus kritischen Paaren entstehenden Gleichungen) auf diese
Weise in Regeln iiberfiihrt wurden. Die Transformationsregel “Loschen” 16scht triviale Glei-
chungen aus &, die in einem zu &£ dquivalenten TES nicht notwendig sind. Mit der Transfor-
mationsregel “Reduziere-Gleichung” konnen die Terme in Gleichungen vereinfacht werden,
indem sie wiederholt mit den Regeln aus R reduziert werden. Indem man diese Transfor-
mationsregel stets mit oberster Prioritdt (ggf. nach der “Loéschen”-Transformationsregel)
so lange wie moglich anwendet, kann man in allen Gleichungen s = t aus £ die Terme s
und ¢ zu ihren Normalformen reduzieren.

Mit den ersten vier Transformationsregeln kann man den grundlegenden Vervollstéandi-
gungsalgorithmus aus dem vorigen Abschnitt nachbilden. Hierzu miissen diese Transforma-
tionsregeln mit folgender Strategie angewendet werden:

. Wende zunéchst “Léschen” solange wie moglich an.

. Wende dann “Orientieren” solange wie mdoglich an.

. Falls danach £ # @ ist, dann breche mit Fehlschlag ab.

. Wende “Generieren” solange an, bis alle kritischen Paare von R erzeugt sind.
. Wende “Reduziere-Gleichung” solange wie moglich an.

. Wende dann “Loschen” solange wie moglich an.

. Wenn nun £ = & ist, dann breche ab und gib R aus.

. Gehe zu Schritt 2.

O ~J O U= Wi~

Beispiel 6.2.3 Um die Arbeitsweise der Transformationsregeln zu illustrieren, betrach-
ten wir noch einmal die Vervollstdndigung aus Bsp. 6.1.3 mit Hilfe des grundlegenden
Vervollstandigungsalgorithmus. Wenn man der obigen Strategie folgt, kann man diese Ver-
vollstéandigung genauso auch mit den Transformationsregeln aus Def. 6.2.2 durchfiihren.

Man beginnt mit
{f(f(z,9),f(y, 2)) =y}, 2).

Da “Loschen” nicht anwendbar ist, wendet man nun “Orientieren” an.

(9, {f(f(z,y),f(y,2)) = y})



Nun wenden wir “Generieren” zweimal an, um die beiden kritischen Paare zu erzeugen.

({f(y, 2) = f(y, f(f(y, 2), 7)), f(z,y) = f(F(2', F(z, v)), 9) }, {F(F(2,9), f(y, 2)) — y})

Weder “Reduziere-Gleichung” noch “Léschen” sind anwendbar. Somit springt man in der
Strategie zu Schritt 2 zuriick und orientiert die beiden Paare.

(2, {f(f(2, ), f(y, 2)) = v, f(y, f(f(y, 2),2") = f(y, 2), f(f(2', f(z,9)),y) = f(2,9)})

Nun wendet man “Generieren” an und reduziert dann die aus den kritischen Paaren ent-
standenen Gleichungen mit “Reduziere-Gleichung”. Hierbei lassen sich alle Gleichungen zu
trivialen Gleichungen reduzieren, die dann mit “Loéschen” eliminiert werden. In Schritt 6 ist
daher £ = @ und damit wird das aus den drei obigen Regeln bestehende TES als Ergebnis
ausgegeben.

Die Transformationsregeln “Reduziere-Rechts” und “Reduziere-Links” sind Verbesse-
rungen gegeniiber dem grundlegenden Vervollstdndigungsalgorithmus. “Reduziere-Rechts”
erlaubt es, jederzeit die rechten Seiten von Regeln weiter auszuwerten. Dies ist insbeson-
dere dann niitzlich, wenn im Verlauf der Vervollstindigung neue Regeln entstanden sind,
die die urspriinglichen Regeln vereinfachen kénnen. Die Terminierung von R wird durch
diese Transformation nicht zerstort, denn nach Voraussetzung gilt s > ¢ und (aufgrund
der Monotonie und Stabilitdt von >=) t > v. Aus der Transitivitit von = folgt also s = v,
d.h.; die Terminierung des neuen TES lasst sich nach wie vor mit der Reduktionsordnung
> zelgen.

Im Unterschied hierzu kann das Reduzieren auf der linken Seite von Regeln die Termi-
nierung zerstoren. Wenn die linke Seite s einer Regel s — t zu u reduziert werden kann, so
ist nicht sicher gestellt, ob u > t gilt. Beispielsweise ldsst sich durch wiederholte Reduktion
mit den iibrigen Regeln die linke Seite der Regel

f(z,i(i(e))) — =z (G6)

zu x reduzieren, vgl. Bsp. 6.2.1. Diese neue linke Seite ist aber nicht mehr grofler als die
rechte Seite, d.h., es gilt x ¥ x. Aus diesem Grund muss eine derartig reduzierte Regel
wieder zuriick in die Menge der Gleichheiten verschoben werden, denn es muss erneut
iiberpriift werden, ob und ggf. wie man diese Regel orientieren kann.

Dariiber hinaus ist die Reduktion von linken Regelseiten s nur mit solchen Regeln [ — r
erlaubt, bei denen s keinen Teilterm von [ matcht, d.h., [ ldsst sich mit der Regel s — ¢
nicht reduzieren. Der Grund fiir diese Einschrankung wird in Bsp. 6.2.12 deutlich werden.
Falls R = {f(z,z) — z,f(z,y) — x} ist, so kann man also mit der zweiten Regel die erste
Regel simplifizieren, denn umgekehrt wére die erste Regel nicht zur Reduktion der linken
Seite der zweiten Regel verwendbar. Auf diese Weise wird die erste Regel zur Gleichung
x = x reduziert, die anschliefend mit der “Loschen”-Transformationsregel gelscht werden
konnte. Hingegen darf man bei R = {f(z,y) — z,f(z,y) — y} diese Transformationsregel
nicht anwenden.



Beispiel 6.2.4 Das folgende Beispiel zeigt, dass man durch die neuen Transformationsre-
geln TESe vervollsténdigen kann, bei denen der grundlegende Vervollstédndigungsalgorith-
mus fehlschlagt. Hierzu betrachten wir das folgende Gleichungssystem.

& ={h(z,y) =f(x),h(z,y) = f(y), g(z,y) = h(z,y),8(r,y) = a}

Wir beginnen also mit dem Paar (£,2). Wenn wir die Transformationsregeln nach der
Strategie des grundlegenden Vervollstdndigungsalgorithmus anwenden, so werden zunéchst
alle Regeln orientiert. Wenn man die RPOS mit der Prézedenz g 7 h I f 1 a verwendet,
so erhélt man schliefllich das Paar (@, R) mit

R = {h(z,y) — f(x),h(z,y) = f(v),g(x,y) — h(z,y),g(r,y) — a}.

Mit Hilfe der Transformationsregel “Generieren” erzeugt man nun die beiden Gleichungen
f(z) = f(y) und h(z,y) = a aus den kritischen Paaren. Das erste kritische Paar ldsst sich
aber nicht zu einer Regel orientieren, denn fiir keine Reduktionsordnung gilt f(z) > f(y)
oder f(y) > f(x). Daher scheitert hier der grundlegende Vervollstindigungsalgorithmus.

Bei (bislang) nicht orientierbaren Gleichungen muss man aber eigentlich die Vervollstén-
digung noch nicht abbrechen, sondern man kann die Behandlung dieser Gleichung erst ein-
mal zuriickstellen. Dies fiihrt in unserem Beispiel zum Erfolg. Mit der Transformationsregel
“Reduziere-Gleichung” wird h(x,y) = a zu f(z) = a oder zu f(y) = a reduziert. Anschlie-
Bend wird diese Gleichung von links nach rechts orientiert und als neue Regel aufgenommen.
Man erhélt so das Paar ({f(z) = f(y)}, R U {f(x) — a}). Nun kann man mit dieser neuen
Regel durch die “Reduziere-Gleichung”-Technik die Terme f(z) und f(y) in der Gleichung
f(z) = f(y) beide zu a reduzieren. Die entstehende Gleichung kann dann mit der “Loschen”-
Transformationsregel eliminiert werden. So ergibt sich das Paar (&, R U {f(z) — a}).

Das TES R U {f(x) — a} kann nun sogar mit der Transformationsregel “Reduziere-
Rechts” noch vereinfacht werden, da man die rechte Seite h(z,y) der dritten Regel mit der
ersten oder der zweiten Regel zu f(z) oder f(y) reduzieren kann. Anschliefend kann dieser
Term weiter zu a reduziert werden. Ebenso kénnen auch die rechten Seiten der ersten und
zweiten Regel zu a reduziert werden. So ergibt sich schliellich das folgende konvergente und
zu &€ dquivalente TES:

{h(z,y) — a,g(z,y) — a,f(x) — a}.

Um die Korrektheit der Transformationsregeln bzw. des damit entstehenden Vervollstéan-
digungsverfahrens zu zeigen, beweisen wir zunéchst, dass die dabei entstehenden TESe stets
terminieren. Wenn die Terminierung von R mit der Reduktionsordnung > gezeigt werden
konnte, so gilt dies auch fiir das TES R’, falls (€, R) k¢ (£',R’) gilt. Falls man also mit
einem Paar (£, @) beginnt und daraus (in mehreren Schritten) (€', R’) herleitet, so folgt
damit die Terminierung von R’.

Lemma 6.2.5 (Terminierung des vervollstindigten TES) Sei = die bei der Trans-
formation aus Def. 6.2.2 verwendete Reduktionsordnung. Falls | = r fiir allel — r € R gilt
und (E,R) ke (E',R’), so gilt auch 1 = r fir allel —r € R'.

Beweis. In den Transformationsregeln “Generieren”, “Loschen” und “Reduziere-Gleichung”
wird R nicht verdndert und in der Transformationsregel “Reduziere-Links” wird R ggf. um



eine Regel verkleinert. Bei diesen Transformationsregeln ist die Behauptung daher offen-
sichtlich.

In der Transformationsregel “Orientieren” wird R um eine Regel | — r erweitert, fiir
die nach Konstruktion [ > r gilt.

In der Transformationsregel “Reduziere-Rechts” folgt die Behauptung, da ¢ —% v be-
deutet, dass ¢t = v gilt (da in allen Regeln von R die linke Seite >-grofier als die rechte ist
und da > unter Substitutionen und Kontext abgeschlossen ist). Somit ergibt sich s >t = v
und damit s > v aufgrund der Transitivitdt von >. O

Das néchste Lemma zeigt, dass die Transformationsregeln “korrekt” sind, d.h., die Men-
ge der giiltigen Gleichungen wird dadurch nicht verédndert.

Lemma 6.2.6 (Korrektheit des vervollstindigten TES) Aus (£,R) k¢ (E',R') folgt
EURTTEUR! -

Beweis. Fiir die “Generieren”-Transformationsregel gilt die Aussage, da s «+} ¢ fiir alle
(s,t) € CP(R) gilt. Fiir die Transformationsregeln “Orientieren” und “Loschen” ist die
Aussage trivial.

Fiir die Transformationsregel “Reduziere-Gleichung” ist zu zeigen, dass <% (s=t}UR™
Hz’u{uzt}u’l{ gilt. Die “2”-Richtung gilt, denn wir haben u < s —gu(s=¢ t und somit
Uz (s=tjur b (aufgrund der Abgeschlossenheit von <% (s=tjur unter Substitutionen und
Kontexten). Fiir die “C”-Richtung zeigt man s —x u —eufu=t} t und somit s <% (u=t}UR t.
Die Korrektheit der Version der “Reduziere-Gleichung”-Transformationsregel bei Reduktion
auf rechten Seiten von Gleichungen sowie der Transformationsregeln “Reduziere-Rechts”
und “Reduziere-Links” zeigt man auf analoge Weise. O

Aus den beiden obigen Lemmata erhélt man die folgende Korrektheitsaussage: Falls
man aus (€, ) in endlich vielen Schritten ein Paar (&, R) erhilt, bei dem alle kritischen
Paare von R zusammenfiihrbar sind, dann ist R ein konvergentes und zu £ &dquivalentes
TES. Diese Aussagen lassen sich aber noch verbessern. Zum einen braucht man einmal
untersuchte kritische Paare nicht noch einmal betrachten und zum anderen kann man eine
entsprechende Aussage auch fiir unendliche Transformationsfolgen treffen. Um die Ergeb-
nisse von endlichen und unendlichen Transformationen einheitlich beschreiben zu kénnen,
werden die folgenden Begriffe eingefiihrt.

Definition 6.2.7 (Persistente Gleichungen und Regeln)

e Fiir eine endliche Folge von Transformationsschritten (€, Ro) Fe (€1, R1) Fe ... Fe
(Eny Ry) definieren wir die persistenten Gleichungen &, = &, und die persistenten
Regeln R, = R,,.

e [ir eine unendliche Folge von Transformationsschritten (£, Ro) Fo (€1, R1) Fo - ..
definieren wir die persistenten Gleichungen &, = Uizo N i>; € und die persistenten

Regeln R, = ;5 ﬂjzi R;.

Die persistenten Gleichungen bzw. Regeln sind also diejenigen Gleichungen bzw. Regeln,
die im Verlauf der Transformation irgendwann eingefiihrt und nie wieder eliminiert werden.



In der grundlegenden Vervollstandigungsprozedur (bzw. bei Anwendung der Transfor-
mationsregeln “Generieren”, “Orientieren”, “Loschen” und “Reduziere-Gleichung” nach der
dementsprechenden Strategie) ergeben sich folgende persistente Gleichungen und Regeln:
Wenn die Prozedur mit Erfolg terminiert, dann entspricht dies einer (endlichen) Trans-
formationsfolge mit &, = @ und R, ist dann ein endliches, konvergentes und zu dem
urspriinglichen Gleichungssystem &dquivalentes TES. Wenn die Prozedur nicht terminiert,
so haben wir eine unendliche Transformationsfolge, bei der ebenfalls £, = @ gilt (denn
jede irgendwann entstehende Gleichung wird entweder geloscht oder zu einer neuen Regel
umgewandelt) und R, ist ein unendliches, konvergentes und zu dem urspriinglichen Glei-
chungssystem #quivalentes TES (vgl. Satz 6.1.6). Falls die Prozedur zum Fehlschlag fiihrt,
so haben wir eine endliche Transformationsfolge mit &£, # @. Allgemein erhélt man die
folgende Definition fiir beliebige Transformationsfolgen und Vervollstdndigungsprozeduren.

Definition 6.2.8 (Erfolg und Korrektheit von Vervollstindigungsprozeduren)
Fine (endliche oder unendliche) Transformationsfolge (£y, @) Feo (€1, R1) Fe ... ist erfolg-
reich gdw. £, = @ gilt und R, ein konvergentes zu &y dquivalentes TES ist. Fine Transfor-
mationsfolge schlagt fehl gdw. &, # @ ist. Fine Vervollstandigungsprozedur ist ein Algo-
rithmus, der als Eingabe ein Gleichungssystem &y und eine Reduktionsordnung > bekommt
und eine (endliche oder unendliche) Transformationsfolge (o, @) Fo (€1, R1) Feo ... mit
den Transformationsregeln aus Def. 6.2.2 und der Reduktionsordnung > berechnet. Eine
Vervollstindigungsprozedur ist korrekt wenn fiir alle & und = die berechnete Transforma-
tionsfolge entweder erfolgreich ist oder fehlschldgt.

Aus den Transformationsregeln lassen sich also sofort beliebige Vervollstindigungspro-
zeduren erhalten. Diese wenden (nach bestimmten Strategien) die Transformationsregeln
an, wobei man mit der eingegeben Gleichungsmenge &, und dem leeren TES beginnt und
die eingegebene Reduktionsordnung > verwendet. Die Vervollstdndigungsprozedur kann
nach bestimmten Kriterien abbrechen (auch wenn noch Transformationsregeln anwendbar
sind) oder unendlich laufen. Unabhéngig davon, ob die Prozedur abbricht oder unendlich
lange lauft, sollte allerdings folgendes gelten: Wenn die Menge der persistenten Gleichungen
leer ist, dann sollten die persistenten Regeln ein zu &, dquivalentes und konvergentes TES
sein. Nur dann bezeichnet man eine Vervollstdndigungsprozedur als “korrekt”. Satz 6.1.6
zeigt, dass die grundlegende Vervollstandigungsprozedur korrekt im Sinne von Def. 6.2.8
ist. Wir werden im folgenden ein generelles Kriterium kennen lernen, um die Korrektheit
von Vervollstandigungsprozeduren sicher zu stellen.

Falls eine korrekte Vervollstindigungsprozedur leere persistente Gleichungen erzeugt
und endlich 1duft, so kann man dann also die persistenten Regeln als Ergebnis zuriickgeben
und falls die Transformationsregeln unendlich oft angewendet werden, so lésst sich die Ver-
vollstandigungsprozedur immerhin als Semi-Entscheidungsalgorithmus verwenden. Falls die
Menge der persistenten Gleichungen nicht leer ist, so ist die Vervollstandigung gescheitert.

Die grundlegende Vervollstandigungsprozedur bricht mit Fehlschlag ab, sobald eine Glei-
chung nicht (nach Reduktion) geloscht oder in eine Regel orientiert werden kann. Falls die
Menge der persistenten Gleichungen nicht leer ist, so stoppt sie also stets nach endlicher
Zeit mit Fehlschlag. Im allgemeinen kann man aber auch unendliche fehlschlagende Trans-
formationsfolgen haben.



Beispiel 6.2.9 Wir betrachten die Gleichungsmenge

& ={h(z,y) = f(x),h(x,y) = f(y), f(g(f(x))) = g(f(x))}.

Diese entsteht durch Kombination von Gleichungen aus den Beispielen 6.1.5 und 6.2.4.
Die zu Regeln gerichteten Gleichungen h(z,y) — f(z) und h(z,y) — f(y) fithren zu einem
kritischen Paar, das die nicht-orientierbare Gleichung f(z) = f(y) ergibt. Wéhrend in Bsp.
6.2.4 diese Gleichung spéter reduziert werden konnte, entsteht in diesem Beispiel keine neue
Regel, die diese Terme vereinfachen konnte. Stattdessen fiithrt die Gleichung f(g(f(x))) =
g(f(z)) wie in Bsp. 6.1.5 zu einer Nicht-Terminierung der Vervollstdndigung. So entsteht
eine unendliche Transformationsfolge mit der persistenten Gleichung &, = {f(z) = f(y)}
und den persistenten Regeln R, = {f(g"(f(z))) — g"(f(z))|n > 1}.

Ein Vervollstandigungsverfahren ist korrekt, wenn im Fall der leeren persistenten Glei-
chungen die persistenten Regeln R, stets ein konvergentes und zur urspriinglichen Glei-
chungsmenge dquivalentes TES sind. Die Terminierung von R,, ist dabei durch die Trans-
formationsregeln sicher gestellt, aber die Konfluenz von R, gilt nicht ohne weitere Vor-
aussetzung. Man muss voraussetzen, dass jedes kritische Paar der persistenten Regeln
auch tatséchlich irgendwann einmal gebildet wurde. Sonst kénnte man z.B. die Gleichung
{a = b,a = ¢} in das nicht-konfluente System {a — b,a — c} iiberfithren und dann die
Vervollstandigung abbrechen. Ebenso konnte man in Bsp. 6.2.9 eine unendliche Transfor-
mationsfolge erhalten, die niemals das kritische Paar aus h(z,y) — f(x) und h(z,y) — f(y)
bildet. Die persistenten Gleichungen wiren dann leer, aber das (unendliche) TES R, wiirde
diese beiden Regeln enthalten, die die Konfluenz zerstéren. Man muss sich also auf soge-
nannte faire Transformationsfolgen beschréanken.

Definition 6.2.10 (Fairness) FEine (endliche oder unendliche) Transformationsfolge
(&0, Ro) Fe (&1, Ry) ko ... st fair, falls CP(R,) C Uizo &, d.h., jedes kritische Paar
der persistenten Regeln trat auch einmal als Gleichung auf.

Das grundlegende Theorem zur Vervollstdndigung zeigt nun, dass dies die einzige Ein-
schriankung an die Strategie ist, die man fiir korrekte Vervollstdndigungsprozeduren braucht.
Der Beweis dieses Satzes ist nicht trivial; man benotigt hierzu das Konzept der Beweisord-
nungen. Hierzu wird auf [BN98, Abschnitt 7.3] verwiesen.

Satz 6.2.11 (Vervollstéindigungssatz) Jede Vervollstindigungsprozedur, bei der jede
nicht-fehlschlagende Transformationsfolge fair ist, ist korrekt.

Der obige Satz gilt nur, wenn man die Transformationsregel “Reduziere-Links” wie
in Def. 6.2.2 so einschriankt, dass eine Regel s — ¢ nur mit einer anderen Regel [ —
r reduziert werden darf, bei der [ selbst nicht mit s — ¢ reduziert werden kann. Der
Grund fiir diese Einschrinkung bei der Transformationsregel “Reduziere-Links” ist, dass
man ansonsten faire Transformationsfolgen konstruieren kann, bei denen die entstehenden
persistenten Regeln nicht dquivalent zu £ sind.



Beispiel 6.2.12 Wir betrachten die Gleichungsmenge

& = {f(g(f(x))) = f(g(x)), g(g(x)) = g(x)}.

Wir werden nun eine Transformationsfolge konstruieren, bei der unendlich viele Regeln
l, — 7, mit identischer linker Seite l,, = f(g(f(z))), aber verschiedener rechter Seite r, =
f(g?"(x)) entstehen. Wenn man die Anwendungsbedingung bei der Transformationsregel
“Reduziere-Links” aufler acht ldsst, dann kann man fiir alle n > 1 die Regel [,, — r, mit
der Regel l,, 11 — 1,11 reduzieren. Daher ist keine der Regeln [,, — 7, mit n > 1 persistent.

Durch zweifache Anwendung der “Orientieren”-Transformationsregel erhélt man das
Paar

(2, {f(g(f(x))) = f(g(x)), 8(g(2)) — &(z)}).

Die Uberlappung der zweiten Regel mit sich selbst ergibt ein kritisches Paar, das zusam-
mengefithrt werden kann. Somit wird dadurch keine neue Regel erzeugt. Aus der ersten
Regel entsteht die kritische Situation

Die entstehende Gleichung f(g?(f(z))) = f(g(f(g(z)))) kann durch “Reduziere-Gleichung” zu
f(g(f(z))) = f(g?(x)) reduziert werden. Hierbei kénnte man natiirlich “Reduziere-Gleichung”
noch weiter anwenden; dies ist jedoch durch die Einschrankung auf faire Transformations-
folgen nicht verlangt. Bei Verwendung der RPOS mit der Prézedenz f 1 g wird dies in eine
Regel von links nach rechts orientiert. So erhélt man

(@, {f(g(f(2))) — f(g(x)). f(g(f(x))) = f(g(2)), 8(g(x)) = g(2)})-

Wenn man die Anwendungsbedingung von “Reduziere-Links” ignoriert, kann man nun die
erste Regel mit Hilfe der zweiten Regel zu der Gleichung f(g?(z)) = f(g(z)) reduzieren, die
mit Hilfe der Regel g(g(z)) — g(x) zu einer trivialen Gleichung reduziert und anschlieffend
geloscht wird. Wir haben daher nun das folgende Paar erzeugt:

(@ {f(s(f(x))) = f(g’(x)).(g(x)) — g(x)}).

Diese Konstruktion wird nun unendlich oft wiederholt. Wenn wir bereits das Paar

(2, {f(s(f(x))) = f(g” (x)),(g(x)) — &()})

haben, so bilden wir die kritische Situation



Der Term f(g*" ™ (f(x))) ldsst sich durch mehrfache Reduktion mit der Regel g(g(z)) —
g(z) zu f(g(f(z))) reduzieren. Der Term f(g(f(g* (z)))) wird durch die erste Regel zu
f(g2" (g2 (x))) = f(g¥"" (z)) reduziert. Die entstehende Gleichung wird von links nach rechts
orientiert, was

(2, {f(g(f(x))) = f(g*" (2)). F(g(f(x)) = f(&”"" (2)). 8(g(x)) = g(x)})

ergibt. Falls wir wieder die Anwendungsbedingung von “Reduziere-Links” ignorieren, so
kann man die erste Regel mit Hilfe der zweiten Regel in die Gleichung f(g¥"" (z)) =
f(g¥" (z)) iiberfithren, die mit der Regel g(g(x)) — g() in eine triviale Gleichung iiberfiihrt
und anschlieend gel6scht wird.

Auf diese Weise entsteht eine unendliche, faire Transformationsfolge mit leerer Menge
von persistenten Gleichungen. Die einzige persistente Regel ist R, = {g(g(z)) — g(x)}.
Aber dieses TES ist nicht dquivalent zur urspriinglichen Gleichungsmenge £.

Die grundlegende Vervollstdndigungsprozedur bildet alle kritischen Paare der entstan-
denen Regeln. Jede seiner Transformationsfolgen ist daher fair und nach Satz 6.2.11 ist
diese Prozedur daher korrekt im Sinne von Def. 6.2.8. Dies bestétigt also unseren Korrekt-
heitssatz 6.1.6.

Selbstverstandlich stellt man an eine gute Vervollstdndigungsprozedur neben der Kor-
rektheit den Anspruch, moglichst effizient zu sein und gleichzeitig moglichst selten fehl-
zuschlagen. Hierzu existieren verschiedene Strategien. Generell ist es vorteilhaft, die “Lo-
schen”-Transformationsregel mit hochster Priaferenz und die letzten drei Transformations-
regeln mit néchsthoherer Praferenz anzuwenden, da sie die betrachteten Gleichungen und
Regeln vereinfachen kénnen. Die Transformationsregel “Orientieren” liegt in der Préferenz
darunter und die Transformationsregel “Generieren” sollte man nur dann anwenden, wenn
keine andere Transformationsregel mehr anwendbar ist. Hierbei sollte man jedes kritische
Paar natiirlich nur einmal im Verlauf der Transformation erzeugen. Um Fehlschlag zu er-
kennen, kann man z.B. die Heuristik verwenden, dass man dann abbrechen sollte, wenn
alle kritischen Paare mit einer bestimmten Regel gebildet wurden und soweit wie moglich
in Regeln iiberfiihrt und reduziert wurden, und dennoch noch nicht-orientierbare Gleichun-
gen iibrig bleiben. Aufgrund der verlangten Fairness der Transformationsfolge muss man
natiirlich sicher stellen, dass alle kritischen Paare der persistenten Regeln irgendwann ein-
mal als Gleichungen auftraten. (Es gibt dariiber hinaus auch verbesserte Kriterien, die es
erlauben, auf eine erneute kritische Paar-Bildung zwischen Regeln zu verzichten, die sich
nur aufgrund der “Reduziere-Rechts”-Transformationsregel verdndert habe, vgl. [Hue80]
und [BN98, Abschnitt 7.4].)

Beispiel 6.2.13 Wir zeigen nun, wie das Gruppenbeispiel vervollstandigt wird. Wir be-
ginnen wie in Bsp. 6.2.1. Aus den urspriinglichen Gleichungen

E={f(z,f(y,2)) =f(f(z,y),2),f(x,e) = z,f(z,i(x)) = e}

entsteht durch “Orientieren” das folgende TES. Hierbei wird die RPOS mit Prézedenz f 1 e
verwendet, wobei das Funktionssymbol f den Status (2, 1) hat.

f(,f(y,2)) — f(f(z,y),2) (G1)
f(r,e) — = (G2)
f(z,i(z)) — e (G3)



Durch das kritische Paar zwischen (G1) und (G3) entsteht durch “Generieren”, “Reduziere-
Gleichung” und “Orientieren” die neue Regel

f(f(z,y),i(y) — =z (G4)

Ebenso entsteht aus (G4) und (G2) die Regel (G5), aus (G4) und (G5) die Regel (G6) und
aus (G3) und (G6) die Regel (GT).

f(z,i(e)) — x (Gb)

fa,i(i(®) — = (G6)

ile) — e (G7)
Durch “Reduziere-Links” wird nun (G5) mit Hilfe von (G7) in die Gleichung f(z,e) =
x iberfiihrt, die dann durch “Reduziere-Gleichung” zu einer trivialen Identitidt x = x

reduziert wird und mit “Léschen” gel6scht wird. Auf analoge Weise wird auch (G6) geloscht.
Die Uberlagerung von (G4) und (G3) ergibt die kritische Situation

f(f(z,i(z)),i(i(x)))
/ \

f(e,i(i(x)))

und die neue Regel:

f(e,i(i(z))) — =« (GY)
Die Uberlagerung von (G1) und (G8) fiihrt zu

f(z, f(e,i(i(y))))

und der neuen Regel:
f(,i(i(y))) — flz,y) (G9)

Durch Anwendung von “Reduziere-Links” wird (G8) iiberfiihrt in f(e, z) = x und “Orien-
tieren” ergibt die Regel
fe,z) — = (G10)

Wir haben nun also herausgefunden, dass e auch das linksneutrale Element zu f ist.
Wir bilden nun das kritische Paar von (G9) und (G10).

fe,i(i(2)))



Dies ergibt
i(i(x)) — =z (G11)

Nun haben wir also entdeckt, dass die inverse Funktion i in der Tat selbstinvers ist. Durch
die Regel (G'11) ldsst sich (G9) nun reduzieren und anschlieBend 16schen.
Nun iiberlagern wir (G3) und (G11).

So erhilt man die Regel
f(i(x),z) — e (G12)

die besagt, dass i auch linksinvers ist.
Die Uberlagerung von (G1) und (G12) (an der Stelle 2 in (G'1)s linker Seite) ergibt

f(z,f(i(y),v))

T

f(f(z,i(y)),y) f(z,e)

und die Regel
f(f(z,i(y),y) — = (G13)

Die Uberlagerung von (G1) und (G12) an den Positionen ¢ fiihrt zu

f(i(f(z, y)), f(x,y))

T

f(f(i(f(z, ), 2),y) e

und der Regel
f(f(i(f(z,9)),2),y) — e (Gl4)
Nun iiberlagern wir (G4) und (G14) (an der Stelle 1 in (G4)s linker Seite).

FECEG(F(z,9)),2), 9),1(y))

f(i(f(z,y)), =) f(e,i(y))



Dies fithrt zur Regel
f(i(f(z,y),2) — i(y) (G15)
Durch “Reduziere-Links” kann man nun (G14) zur Gleichung f(i(y),y) = e reduzieren, die

anschlieBend durch weitere Reduktion geloscht werden kann.
SchlieBlich iiberlagern wir (G4) und (G15), was zur kritischen Situation

FFG(F (2, y)), ), i(x))

— T

i(f(x,y)) f(i(y),i(z))

und (bei einer Prézedenz i 7 f) zur Regel

i(f(z,y)) — f(i(y),i(x)) (G16)

fithrt. Nun kann man (G15) zu f(f(i(y),i(z)), ) = i(y) reduzieren und mit (G'13) kann man
diese Gleichung dann zu einer trivialen Gleichung vereinfachen, die anschlieend gel6scht
wird.

Es stellt sich heraus, dass nun alle verbleibenden kritischen Paare zusammenfiihrbar
sind. Somit haben wir nun ein konvergentes TES erzeugt, dass zu den urspriinglichen Grup-
penaxiomen #quivalent ist. Mit diesem TES hat man ein Entscheidungsverfahren fiir alle
Gleichheitsaussagen iiber Gruppen zur Verfiigung. Wie im Beispiel deutlich wurde, kann
man solch eine Vervollstandigung leicht automatisch durchfiihren.

f(z,f(y,2)) — f(f(z,y),2) (G1) fle,z) — (G10)
f(r,e) — = (G2) i(i(z)) — = (G11)
f(z,i(z)) — e (G3) f(i(z),z) — e (G12)
f(f(z,y),i(y)) — = (G4) f(f(z,i(v),y) — @ (G13)
ife) — e (G7) i(f(z,y)) — f(i(y),i(x)) (G16)

6.3 Implizite Induktion

Wir haben uns bisher mit der Lésung des Wortproblems beschéftigt, d.h., mit der Frage, ob
eine Gleichung s =t in allen Modellen eines Gleichungssystems £ gilt. In der Programmve-
rifikation ist man jedoch meist nicht an der Giiltigkeit einer Aussage in allen Modellen einer
Menge von Axiomen & interessiert, sondern man mochte die Giiltigkeit von Gleichungen in
einem speziellen Modell von £ beweisen.

Beispiel 6.3.1 Beispielsweise bildet die Algebra (IN, a) mit ap = 0, agyec(n) = n + 1 und
Qplus(n, m) = n + m ein Modell der folgenden Gleichungsmenge &:

plus(O0,y) = vy (6.1)
plus(succ(z),y) = succ(plus(z,y))

Die Aussage plus(z,succ(y)) = succ(plus(z,y)) ist in der obigen Algebra giiltig, da sie
ja eine wahre Aussage iiber die Adddition natiirlicher Zahlen ist. Sie folgt aber nicht aus



den Gleichungen &, d.h., £ [~ plus(z,succ(y)) = succ(plus(x,y)). Der Grund ist, dass es
Modelle von & gibt, in denen diese Gleichung nicht gilt. Ein Beispiel ist die Algebra B =
(Nu{O, ¢}, ) mit o, = 0 und

') = n+1, fallsnelN
Gsuec\) =9 o, falls n € {0, ¢}

n+m, fallsn,méeIN

ol (n,m) = n, falls n € {O, ¢}
A falls n = 0 und m € {0, 0}
o, falls n > 0 und m € {0, 0}

Es gilt B = plus(z, succ(y)) = succ(plus(z,y)). Um dies zu sehen, sei I die Interpretation,
die aus B und der Variablenbelegung § mit f(x) = O und SB(y) = 0 entsteht. Dann gilt
I(plus(w,succ(y))) = ape(0, ag,(0)) = O und I(succ(plus(z,y))) = fec(pys(D,0)) =

succ succ \“"plus
/ —
asucc ( D) = 9.

Wiirde man die Gleichungen (6.1) und (6.2) von links nach rechts orientieren und das
entstehende TES als funktionales Programm ansehen, so hétte man damit ein Programm
zur Berechnung der Addition natiirlicher Zahlen. Die Untersuchung, ob dieses Programm ei-
ne bestimmte (Teil-)Spezifikation wie plus(z, succ(y)) = succ(plus(z, y)) erfiillt, ist die Frage
der Programmuerifikation. Natiirlich liefern die Terme plus(z, succ(y)) und succ(plus(z, y))
bei jeder Instantiierung der Variablen x und y mit natirlichen Zahlen (d.h., mit Termen wie
O, succ(0), succ*(0), ete.) dasselbe Ergebnis. Mit anderen Worten, plus(z, succ(y))o und
succ(plus(z,y))o reduzieren zu derselben Normalform, sofern ¢ die Variablen mit Termen
wie oben belegt. Daher wiirde man diese Aussage iiber das plus-Programm als “korrekt”
bezeichnen.

Man erkennt also, dass bei der Programmverifikation typischerweise nicht die Giiltigkeit
einer Gleichung in allen Modellen des Programms (bzw. seiner definierenden Gleichungen)
gemeint ist. Stattdessen betrachtet man nur solche Modelle, bei denen alle Elemente des
Trégers auch durch Grundterme représentiert werden kénnen. Falls eine Aussage in allen
solchen Modellen gilt, dann bezeichnet man sie als induktiv giiltig.

Definition 6.3.2 (Induktive Giiltigkeit) Sei £ ein Gleichungssystem tber ¥ und V,
seien s,t € T(X,V). Die Gleichung s = t ist induktiv giiltig in € (€ =7 s = t) gdw.
€ = so =to fiir alle Substitutionen o gilt, bei denen o(x) € T(X) fir alle x € V(s) U V()
gilt (d.h., fiir alle Substitutionen, die die Variablen von s und t mit Grundtermen belegen).

Offensichtlich ist jede aus & folgerbare (d.h. giiltige) Gleichung auch induktiv giiltig
(d.h., aus £ = s =t folgt € =7 s = t), aber die Riickrichtung gilt nicht. In Bsp. 6.3.1
wurde gezeigt, dass die Gleichung plus(z,succ(y)) = succ(plus(x,y)) nicht giiltig in £ =
{(6.1),(6.2)} ist. Wir werden nun nachweisen, dass sie aber induktiv giiltig ist. Hierzu
muss man zeigen, dass die Grundgleichung plus(t1,succ(tz)) = succ(plus(ty,ts)) fiir alle
Grundterme t; und t, aus & folgt.



Beispiel 6.3.3 Dieser Beweis liefe sich durch strukturelle Induktion iiber ¢; fithren. Hierbei
gehen wir von ¥ = {O, succ, plus} aus und verwenden das TES R, das durch Richten der
Gleichungen von links nach rechts entsteht.

Man erkennt, dass jeder Grundterm aus 7 (X) zu einem Grundterm aus 7 ({O, succ})
reduziert werden kann. Der Grund ist, dass die linken Seiten plus(O, y) und plus(succ(x), y)
der beiden plus-Regeln alle moglichen Eingaben abdecken (d.h., plus ist vollstandig definiert)
und dass R terminiert. Daher betrachten wir im folgenden nur noch Grundterme ¢; aus
T ({0, succ}).

Falls t; = O ist, so reduzieren plus(O,succ(tz)) und succ(plus(O,ts)) beide zu succ(ts).
Falls ¢; = succ(t]) ist, so gilt plus(succ(t}),succ(ty)) —r succ(plus(t},succ(ty))) und
succ(plus(succ(t)),t2)) —r succ(succ(plus(t|,t2))). Da nach der Induktionshypothese
plus(t},succ(ts)) =¢ succ(plus(t},t2)) gilt, miissen diese Terme zu einem Term ¢ zusam-
menfithrbar sein. Damit sind dann auch die urspriinglichen Terme zum Term succ(q) zu-
sammenfiihrbar.

Der obige Induktionsbeweis entspricht einem Beweis mit der Peano-Induktion iiber
natiirliche Zahlen. In allen bislang betrachteten Induktionsbeweisen wurde explizit eine
Induktionsrelation gebildet und Induktionshypothesen wurden explizit angewendet. Der
Nachteil bei einer Automatisierung dieses Verfahrens besteht darin, dass dann automa-
tisch entschieden werden muss, welche Induktionsrelation bzw. welche Induktionsvariablen
gewahlt werden sollen und wann Induktionshypothesen auf welche Art verwendet werden
sollen. Genauere Details und Techniken zu diesem Ansatz finden sich z.B. in [Gie03].

Aus diesem Grund stellen wir in diesem Abschnitt eine alternative Moglichkeit vor, um
Induktionsbeweise zu automatisieren. Die Idee besteht darin, einfach den Vervollstéandi-
gungsalgorithmus der vorangegangenen Abschnitte zu verwenden und keine Induktionsre-
lationen, Induktionsvariablen, Induktionshypothesen etc. zu bilden. Daher bezeichnet man
diese Form der Induktion als tmplizit.

Die Kernidee zum Nachweis von induktiver Giiltigkeit auf diese Weise ist die sogenannte
Konsistenzbeweismethode: Eine Gleichung s =t ist genau dann induktiv giiltig in £, wenn
aus EU{s = t} die gleichen Grundgleichungen wie schon aus £ folgen. Mit anderen Worten,
die Hinzunahme der Gleichung s =t zu £ darf keine “Inkonsistenzen” erzeugen.

Satz 6.3.4 (Konsistenzbeweismethode) Sei £ ein Gleichungssystem tber ¥ und V,
seien s,t € T(3,V). Dann gilt € E; s = t gdw. fir alle Grundterme u,v € T(X) mit
EFu=vauchEU{s =t} Fu=v gilt.

Beweis. Wir zeigen zunichst die Richtung von links nach rechts. Hierbei setzen wir voraus,
dass s = t induktiv giiltig ist. Zu zeigen ist nun, dass aus € U {s = t} = u = v auch
€ E u = v folgt. Nach dem Satz von Birkhoff (Satz 3.1.14) bedeutet EU {s =t} = u = v,
dass es eine Herleitung u = ug <>sups=t) Ut Peufs=t) - - <Peu{s=t} Un = v gibt. Sei ¢ eine
Substitution, die alle Variablen in den w; durch Grundterme ersetzt. Dann gilt aufgrund
der Stabilitdt von <+gyq=y (Lemma 3.1.13) auch u = ud = ugd reufs=r} U0 eufs=)
o $Peufs=t) Und = v0 = v. In dieser Herleitung werden nur Grundinstanzen von s durch
Grundinstanzen von ¢ (und umgekehrt) ersetzt. Daher ldsst sich die obige Herleitung also
auch mit der Ersetzungsrelation der unendlichen Gleichungsmenge £ U {so = to | xo €
T(X) fiir alle z € V(s) UV(t)} durchfithren. Nach dem Satz von Birkhoff (der auch fiir



unendliche Gleichungsmengen gilt), hat man damit auch EU {so = to | xzo € T(X) fiir alle
x € V(s)UV(t)} E u = v. Da aufgrund der Voraussetzung £ =; s = t jedes Modell von
& auch Modell von {so = to | zo € T(X) fir alle z € V(s) UV(t)} ist, folgt damit auch
EEu=w.

Fiir die Richtung von rechts nach links setzen wir voraus, dass aus £ U {s = t} |
u = v jeweils auch £ = u = v folgt. Man erkennt, dass £ U {s = t} = so = to fir
alle Substitutionen o gilt. Damit gilt dies insbesondere fiir die Substitutionen, bei denen
so und to Grundterme sind. Nach Voraussetzung gilt fiir diese Substitutionen dann auch
& E so = to. Dies bedeutet, dass s =t in der Tat induktiv giiltig in & ist. O

Fiir die obige Konsistenzbeweismethode muss man also iiberpriifen, ob durch die Hin-
zunahme der Gleichung s = ¢ neue Gleichungen u = v gelten, die bislang nicht aus &
folgten. Um dies zu automatisieren, versuchen wir, ein zu & &dquivalentes konvergentes
Termersetzungssystem R zu finden. Hierzu verwenden wir die Vervollstdndigungsverfah-
ren aus den vorigen Abschnitten. Der folgende Satz zeigt, dass man dann nur untersu-
chen muss, ob es verschiedene Grundnormalformen ¢; # ¢ von R gibt, deren Gleichheit
aus £ U {s = t} folgt. Hierbei bezeichnen wir die Menge der Grundnormalformen eines
TES R als NF(R) = {¢{r| ¢ € T(£)}. Wenn R beispielsweise das TES ist, das durch
Richten der Gleichungen (6.1) und (6.2) von links nach rechts entsteht, dann ergibt sich
NF(R) = {O, succ(0), succ*(0), .. .}.

Satz 6.3.5 (Konsistenzbeweismethode mit konvergenten TESen) Sei £ ein Glei-
chungssystem tiber X und V, sei R ein zu £ dquivalentes konvergentes TES, seien s,t €
T(E,V). Dann gilt € =1 s =t gdw. fir alle g1, g2 € NF(R) mit q1 # qo auch EU{s =1t} [~
G = q2 gilt.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Richtung von links nach rechts. Wir nehmen an, dass EU{s =
t} E ¢1 = ¢ fiir verschiedene Grundnormalformen ¢; und ¢, von R gilt. Da s = t nach
Voraussetzung induktiv giiltig ist, erhdlt man damit € = ¢ = ¢ nach Satz 6.3.4. Die
Konvergenz und Aquivalenz von R und & ergibt dann ¢; |z ¢» und somit ¢ = ¢, da es
sich um Normalformen handelt. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Fiir die Riickrichtung nehmen wir £ 5, s = ¢ an. Nach Satz 6.3.4 existieren also
Grundterme u,v, so dass EU{s =t} Fu=vund & - u=v. Sei ¢ = ulg und ¢ = v %.
Diese Normalformen existieren aufgrund der Konvergenz von R. Wegen der Aquivalenz von
R und & gilt ¢; # go. Da R korrekt fiir £ und somit auch fir €U {s = t} ist, gilt auBerdem
EU{s=t} Eq =u=v= q. Dies widerspricht der Voraussetzung. O

Falls die Konstruktion des konvergenten und zu £ &dquivalenten TES R also mit dem
Vervollstandigungsalgorithmus gelingt, so muss man nun fiir die Konsistenzbeweismethode
tiberpriifen, ob verschiedene Grundnormalformen von R beziiglich £ U {s = t} gleich sind.
Hierzu stellt sich das Problem, dass NF(R) im allgemeinen unendlich ist. Bei dem plus-TES
aus Bsp. 6.3.1 haben wir beispielsweise NF(R) = {O, succ(O), succ?*(0), .. .}.

Die Losung besteht darin, sich auf TESe R bestimmter Gestalt zu beschrinken, bei
denen man die Menge NF(R) auf endliche Weise représentieren kann. Der Testschritt, ob
jeweils EU{s =t} E ¢1 = ¢ gilt, wird dann in den Vervollstandigungsalgorithmus inte-
griert.



Die Grundidee fiir die Erkennung und Représentation der Grundnormalformen besteht
darin, bestimmte Funktionssymbole (sogenannte Konstruktoren) auszuzeichnen, mit denen
die in & verschiedenen Grundterme gebildet werden konnen. Die Konstruktoren dienen also
zum Aufbau aller “Datenobjekte”, iiber die die Gleichungen in £ etwas aussagen. Wir teilen
daher die Signatur ¥ in zwei disjunkte Teilmengen 3¢ und £ fiir die Konstruktoren und die
definierten Funktionssymbole auf, die den durch Gleichungen festgelegten Symbolen bzw.
den Algorithmen entsprechen. Die Bedingungen, die wir nun an das zu & dquivalente TES
R stellen, besagen, dass R keine Regeln nur fiir Konstruktoren enthalten darf und dass
definierte Funktionssymbole vollsténdig definiert sein miissen. Dann sagen wir, dass R das
“Definitionsprinzip” erfiillt.

Definition 6.3.6 (Definitionsprinzip) Sei 3¢ C ¥ eine Teilmenge der Signatur (die
Menge der Konstruktoren) mit ¥§ # @ (d.h., es gibt mindestens einen konstanten Kon-
struktor) und |3¢| > 2 (d.h., es gibt mindestens zwei verschiedene Konstruktoren). Sei
¥4 =¥\ ¥¢ die Menge der definierten Funktionssymbole. Ein TES R idiber ¥ und V geniigt
dem Definitionsprinzip fir die Menge der Konstruktoren 3¢ gdw. die beiden folgenden Be-
dingungen erfillt sind:

(a) Fiir alle Regeln | —r € R gilt | ¢ T(X°,V), d.h., | enthdlt mindestens ein definiertes
Funktionssymbol.

(b) Fiir jedes f € X% und alle ty,. .., t, € T(X) existiert eine Regel | — r € R, so dass
[ den Term f(ty,...,t,) matcht.

Die Bedingung (a) ist leicht {iberpriifbar und fiir Bedingung (b) existieren offensichtliche,
leicht zu iiberpriifende hinreichende Bedingungen. Die Uberpriifung von (b) ist besonders
leicht, wenn R ein sogenanntes linkslineares Konstruktorsystem ist, d.h., ein TES, dessen
linken Seiten nur an der duflersten Position ein definiertes Funktionssymbol haben, dessen
Argumente dann nur noch Konstruktoren und Variablen enthalten, wobei keine Variable
mehrfach in einer linken Seite auftritt. Diese Form von Regeln wird in den meisten funk-
tionalen Programmiersprachen (z.B. in HASKELL) benutzt.

Beispiel 6.3.7 Das TES R, das durch Richten der Gleichungen (6.1) und (6.2) von links
nach rechts entsteht, erfiillt das Definitionsprinzip fiir die Menge der Konstruktoren 3¢ =
{O, succ}. Jede linke Seite enthilt das definierte Funktionssymbol plus und jeder Term der
Gestalt plus(succ™(Q), succ™(0)) ist reduzierbar. Der Grund ist, dass die Patterns (O, y)
und (succ(x),y) der beiden Regeln offensichtlich jeden dieser Fille abdecken, d.h., plus ist
vollstéandig definiert.

Der folgende Satz zeigt, dass die Grundnormalformen eines TES, das das Definitions-
prinzip erfiillt, gerade die Konstruktorgrundterme sind.

Satz 6.3.8 (Grundnormalformen bei Definitionsprinzip) Sei R ein TES, das das
Definitionsprinzip fir die Menge der Konstruktoren 3¢ erfillt. Dann gilt NF(R) = T (X°).



Beweis. Um NF(R) C T(X€) zu zeigen, nehmen wir an, dass es eine Grundnormalform ¢
gibt, die ein definiertes Funktionssymbol enthélt. Dann existieren auch “innerste” Vor-
kommen von definierten Funktionssymbolen, d.h., es existiert ein 7 € Oce(q), so dass
qle = f(t1,...,t,) fir f € B¢ und ty,...,t, € T(X). Nach Def. 6.3.6 (b) ist dann ¢,
und damit auch ¢ aber keine Normalform.

Ebenso gilt auch NF(R) D 7T(X). Der Grund ist, dass alle Konstruktorgrundterme
Normalformen sind, da jede linke Seite einer Regel aus R ein definiertes Funktionssymbol
enthélt (wegen Def. 6.3.6 (a)). O

Zur Automatisierung der Konsistenzbeweismethode verwenden wir den Vervollstéindi-
gungsalgorithmus, um ein zu £ U {s = t} dquivalentes und konvergentes TES zu konstruie-
ren. Hierbei iiberpriifen wir, ob wiahrend der Vervollstandigung neue Gleichungen entstehen,
die verschiedene Konstruktorgrundterme gleich machen wiirden. In diesem Fall hdtten wir
gezeigt, dass die Gleichung s = t nicht induktiv giiltig ist. Falls es uns hingegen gelingt,
ein zu £ U {s = t} dquivalentes und konvergentes TES zu konstruieren, das keine ver-
schiedenen Konstruktorgrundterme gleich macht, so ist die induktive Giiltigkeit von s = ¢
bewiesen. Wir gehen hierbei davon aus, dass das zu £ dquivalente konvergente TES R dem
Definitionsprinzip geniigt. Bei der Konstruktion des TES, das zu £ U {s = t} #dquivalent
und konvergent sein soll, starten wir den verbesserten Vervollstdndigungsalgorithmus nun
nicht mit (£ U {s = t}, ), sondern mit ({s = t},R). Dies ist nach wie vor korrekt, da
Ceugs=n = s=nur Silt-

Um das Vervollstdndigungsverfahren erfolgreich fiir Induktionsbeweise verwenden zu
konnen, wird es geringfiigig modifiziert und erweitert. Bei diesem modifizierten Verfah-
ren kann sich dann wéhrend der Vervollstiandigung die Menge der giiltigen Gleichungen
verdndern (und zwar vergrofiern), aber sofern EU{s = t} konsistent ist (d.h., aus EU{s =t}
folgen keine Gleichheiten zwischen verschiedenen Konstruktorgrundtermen), so bleibt die
Menge der giiltigen Grundgleichungen (d.h., Gleichungen zwischen Grundtermen) gleich.
Wenn man also im Vervollstandigungsverfahren von (€, R) zu (£, R’) kommt und € U R
konsistent ist, so sind die Relationen <+; 5 und <%, , auf Grundtermen gleich. Die Gleich-
heit von <%z und <%, auf Grundtermen ist fiir Induktionsbeweise ausreichend: Wie
Satz 6.3.5 zeigt, geniigt es, ein konvergentes TES zu konstruieren, das zu £ U {s = t} auf
Grundtermen dquivalent ist und zu zeigen, dass dieses TES keine verschiedenen Konstruk-
torgrundterme zusammentfiihrt.

In dem modifizierten Vervollstindigungsverfahren wird sichergestellt, dass das durch
die Vervollstdndigung entstehende TES konsistent bleibt. Hierzu wird die Orientierung von
Gleichungen in Regeln nur noch dann erlaubt, wenn die neuen Regeln auflen ein definiertes
Funktionssymbol haben.

Um Inkonsistenzen zu entdecken, wird der Vervollstdndigungsalgorithmus auflerdem um
zwei Regeln ergénzt. Sie behandeln den Fall, dass wiahrend der Vervollstdandigung eine Glei-
chung entsteht, bei der kein dufleres Funktionssymbol definiert ist. Hierbei gibt es die fol-
genden Moglichkeiten: Falls eine Gleichung der Form c¢i(...) = co(...), c1(...) = z oder
x = cy(...) fiir Konstruktoren ¢; # ¢y entsteht, so folgt daraus, dass verschiedene Kon-
struktorgrundterme gleich sein miissen und wir haben daher eine Inkonsistenz entdeckt.
Die Aussage s =t ist also nicht induktiv giiltig und wir brechen mit “False” ab.



Falls wir eine Gleichung der Form c¢(sy,...,s,) = c(t1,...,t,) erhalten, so verwen-
den wir die Injektivitit der Konstruktoren und ersetzen die urspriingliche Gleichung durch
die Gleichungen s, = t1,...,s, = t,. Man kann zeigen, dass qu{c(SI Hotn)} und
qu{slztl,...,snztn} auf Grundtermen gleich sind, sofern € U {c(sy,...,$,) = c(t1,...,t,)}
nicht inkonsistent ist.

Definition 6.3.9 (Induktionsbeweisverfahren [HH82]) Sei £ ein Gleichungssystem
und R ein TES tiber Y und V, sei X¢ C X, und sei = eine Reduktionsordnung. Dann definie-
ren wir den Induktionsbeweiskalkiil als die sechs Regeln des Vervollstindigungsverfahrens
von Def. 6.2.2, wober die Regel “Orientieren” wie folgt gedndert wird und die weiteren
Regeln “Inkonsistenz” und “Injektivitat” ergdnzt werden:

. EU{s=t},R _ , c
Orientieren ERU(s > 1) falls s =t und s = f(...) mit f ¢ &
EU{s=t},R _ : .
ERUL = s fallst = s undt= f(...) mit f ¢ X
Inkonsistenz £y i;aiet,}’ it falls s =ci(...), t = co...) fir c1,co € X¢ mit ¢ # o
oder s=c(...) und t €V fir c € ¥°
odert=c(...) und s €V fir c € ¥¢
Injektivitat ~ S O1CBL s =l B)ER e oo

EU{s1i=t,...,sn =t }, R

Wir schreiben (€, R) 1 (€', R'), falls (£,R) mit Hilfe einer dieser Transformationsregeln
in (E',R') dberfihrt werden kann.

Wir illustrieren die Anwendung der Transformationsregeln des Induktionsbeweisverfah-
rens nun an unserem Beispiel.

Beispiel 6.3.10 In der folgenden Tabelle geben wir jeweils den Namen der angewendeten
Transformationsregel sowie die jeweilige Menge von Gleichungen und Regeln an. Hierbei
haben wir die beiden urspriinglichen plus-Regeln aus R nicht mehr mit aufgefiihrt, um
die Tabelle klein zu halten. Wir verwenden zur Orientierung eine LPO oder RPO mit der
Préazedenz plus 1 succ. Die beiden “Generieren”-Schritte bilden kritische Paare zwischen
der neuen Regel plus(z,succ(y)) — succ(plus(z,y)) und der ersten Regel plus(O,y) — y
bzw. der zweiten Regel plus(succ(x),y) — succ(plus(x,y)) von R.



Regel & | R:\R
plus(z, succ(y)) = succ(plus(z, y))
Orientieren plus(z, succ(y)) — succ(plus(z,y))
Generieren succ(y) = succ(plus(O,y)) plus(z, succ(y)) — succ(plus(z, y))
Reduz.-Gleichung succ(y) = succ(y) plus(z, succ(y)) — succ(plus(z,y))
Léschen plus(z, succ(y)) — succ(plus(z,y))
Generieren succ(plus(z,succ(y))) = succ(plus(succ(x),y)) | plus(z,succ(y)) — succ(plus(z,y))
Reduz.-Gleichung | succ(succ(plus(z,y))) = succ(plus(succ(z),y)) | plus(z,succ(y)) — succ(plus(z,y))
Reduz.-Gleichung | succ(succ(plus(z,y))) = succ(succ(plus(z,y))) | plus(x,succ(y)) — succ(plus(z,y))
Léschen plus(z, succ(y)) — succ(plus(z,y))
Die Ableitung terminiert also mit (&, R U {plus(x,succ(y)) — succ( denn

plus(z, y))})(,

es sind alle kritischen Paare betrachtet worden. Dies beweist €& |=; plus(z,succ(y)) =
succ(plus(z, y)).

Auf analoge Weise lasst sich nun z.B. auch zeigen, dass plus eine assoziative Funktion
berechnet, vgl. die Aussage (1.4) aus der Einleitung. Dies ist ebenfalls eine Aussage, die
nicht aus den beiden Gleichungen (6.1) und (6.2) iiber plus folgt, die aber induktiv giiltig
ist. Das nédchste Beispiel illustriert das Verhalten des Induktionsbeweisverfahrens bei einer
Gleichung, die nicht induktiv giiltig ist.

Beispiel 6.3.11 Wir betrachten dieselbe Gleichungsmenge £ und dasselbe TES R, das
die beiden Regeln fiir plus enthélt. Nun wollen wir untersuchen, ob & =, plus(succ(z), y) =
succ(O) gilt. Es ergibt sich die folgende Ableitung bei einer LPO oder RPO wie oben, bei
der auBlerdem noch plus grofier als O in der Préazedenz ist. Die beiden “Generieren”-Schritte
bilden kritische Paare zwischen der neuen Regel plus(succ(z), y) — succ(O) und der zweiten
Regel plus(succ(z),y) — succ(plus(x,y)) bzw. der ersten Regel plus(O,y) — y von R.

Regel ‘ & ‘ Ri\R

plus(succ(z),y) = succ(O)
Orientieren plus(succ(x),y) — succ(O)
Generieren | succ(plus(z,y)) = succ(O) plus(succ(x),y) — succ(O)
Injektivitat plus(z,y) = O plus(succ(x),y) — succ(O)
Orientieren plus(succ(zx),y) — succ(O), plus(z,y) — O
Generieren y=0 plus(succ(zx),y) — succ(O), plus(z,y) — O
Inkonsistenz “False”

Im letzten Schritt hiatte man stattdessen auch das kritische Paar bilden konnen, das sich
bei der Uberlappung der zweiten Regel plus(succ(z),y) — succ(plus(z,y)) von R mit der
neuen Regel plus(z,y) — O ergibt. Dies hiitte zu der neuen Gleichung succ(plus(z,y)) = O
gefiihrt, wodurch die Inkonsistenz-Regel ebenfalls anwendbar gewesen wire.

Das folgende Lemma zeigt, dass die Transformationsregeln des Induktionsbeweiskalkiils
die Menge der giiltigen Grundgleichungen nicht verdndern, sofern die Ursprungsmenge kon-
sistent war und das Definitionsprinzip erfiillte. Aulerdem bleibt auch das Definitionsprinzip
erhalten: Die Modifikation der “Orientieren”-Regel stellt sicher, dass Bedingung (a) des De-
finitionsprinzips stets erfiillt bleibt. Bedingung (b) bleibt insofern erfiillt, dass fir jedes Paar



(€, R) wihrend der Vervollstindigung die folgende Aussage gilt: Fiir jeden Grundterm ¢
existiert ein Konstruktorgrundterm ¢ mit ¢ <% % ¢.

Lemma 6.3.12 (Eigenschaften von ;) Sei (€,R) F; (£, R') unter Verwendung der
Reduktionsordnung > und der Menge 3¢ von Konstruktoren.

(a) Es gilt <35 2S5 pm -

b) Falls fir alle Grundterme t ein Konstruktorgrundterm g mit t <= existiert und
( g q fuR 4

es keine Konstruktorgrundterme q1 # g2 mit ¢ e G2 9ibt, dann gilt fir alle
Grundterme s,t mit s <35, 5/ t auch s <35 t.

(c) Fallsl ¢ T(X¢,V) fir allel — r € R gilt, so gilt auch | ¢ T (3¢,V) fir alle l — r €

R'.

Beweis.

(a)

(b)

(c)

Alle Transformationsregeln bis auf die Injektivitét verdndern die Relation <+ 5 nicht,

vgl. Lemma 6.2.6. Bei der Injektivitdt gilt offensichtlich O EUe(s1rmsm) =t tn)} S

*
<_>5U{81Et1,...,8n5tn}‘

Wiederum miissen wir nur die Injektivitétsregel betrachten, da bei den anderen Trans-
formationsregeln <% =%, s gilt. Hierzu zeigen wir, dass unter den Voraussetzun-
gen in (b) 8,0 <%0, s)=c(tr,..t)y L0 fiir alle 7 und alle Substitutionen o gilt, die
die Variablen in den s; und ¢; mit Grundtermen instantiieren. Diese Aussage gentigt fiir
die Aquivalenz der beiden Relationen qu{c(sl,...,sn)zc(tl,...,tn)} und qu{slztl,...,snztn}
auf Grundtermen.

Nach Voraussetzung gibt es zu jedem s;o und t;0 Konstruktorgrundterme s, und ¢/,
so dass s;o HZU{C(SL...,sn)EC(m,...,tn)} s, und t;o qu{c(sl,...,sn)zc(tl,...,tn)} t, gilt. Falls es
ein ¢ mit s, # t, gébe, so wire & U {c(s1,...,8,) = c(t1,...,t,)} nicht konsistent,
da daraus die Gleichheit der unterschiedlichen Konstruktorgrundterme c(s},...,s})
und c(t},...,t) folgt. Also sind s, und ¢; jeweis syntaktisch gleich und somit folgt
510 EUfe(s1,mm5m)=c(t1tn)} 1O

Die Behauptung folgt sofort aus der gednderten “Orientieren”-Regel. O

Nun koénnen wir die Korrektheit des Induktionsbeweisverfahrens zeigen.

Satz 6.3.13 (Korrektheit des Induktionsbeweisverfahrens) Sei £ ein Gleichungs-
system tber ¥ und V, set R ein zu £ dquivalentes konvergentes TES, das das Definiti-
onsprinzip fir X¢ C 3 erfillt, seien s,t € T(X,V) und sei = eine Reduktionsordnung. Sei
({s=t},R) by ... eine faire Ableitung mit den in Def. 6.5.9 beschriebenen Transformati-
onsregeln. Bricht die Ableitung mit “False” ab, so gilt £ =1 s = t. Terminiert die Ableitung
mit (D, Ry,), so gilt £ =1 s =t.



Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall £ [~; s = t. Dann gibt es nach Satz 6.3.5 und
6.3.8 verschiedene Konstruktorgrundterme ¢; und ¢ mit E U {s = t} = ¢ = ¢2 bzw.
G <z (s=t} 02- Wiirde die Ableitung mit (&, R,,) terminieren, so gilte nach Lemma 6.3.12
(a) auch q; <%  ¢o. Da die Ableitung fair ist, ist R, nach Satz 6.2.11 ein konvergentes
TES. Somit miissten ¢; und ¢, wegen der Church-Rosser Eigenschaft zusammenfiihrbar
sein. Aufgrund Lemma 6.3.12 (c) sind ¢; und ¢ aber Normalformen von R, und somit
folgt ¢1 = g2 im Widerspruch zur Verschiedenheit der beiden Terme. Damit ist gezeigt, dass
bei einer Terminierung der Ableitung mit (&, R,,) tatsichlich € |=; s = ¢ gilt.

Nun betrachten wir den Fall £ |=; s = ¢t. Da R das Definitionsprinzip erfiillt, existiert
nach Lemma 6.3.12 (a) fiir alle (£, R) im Verlauf der Ableitung zu jedem Grundterm u ein
Konstruktorgrundterm ¢ mit v <+%, %, ¢. Da es nach Satz 6.3.5 und 6.3.8 keine Konstruk-
torgrundterme ¢, # g2 mit q; <% (5=t} 02 gibt (und daher auch nicht mit ¢, <%, (s=1) 02),
bleibt diese Eigenschaft nach Lemma 6.3.12 (b) wéhrend der Ableitung erhalten. Somit
kann die Ableitung niemals mit “False” enden. O
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